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Аннотация. Методом последовательных приб-

лижений (методом функции Грина и малого пара-

метра) изучена задача о течении проводящей жид-

кости, сдавливаемой между двумя параллельными 

вращающимися пористыми дисками, с учетом сла-

бого магнитного поля и теплопередачи, когда коэф-

фициент электропроводности является функцией 

температуры жидкости 
 

( z,t ) T( z,t )  0 . 
 

 Для решения задачи использованы уравнения 

Навье-Стокса нестационарного течения проводящей 

жидкости в однородном внешнем магнитном поле и 

уравнение энергий. С помощью автомодельных пре-

образований система нелинейных уравнений движе-

ния жидкости и теплопередачи в частных произ-

водных записаны в виде системы обыкновенных не-

линейных дифференциальных уравнений, решения 

которых с помощью функции Грина приведены к ре-

шению соответствующей системы интегро-диффе-

ренциальных уравнений. 

 Решения задачи ищем в виде бесконечных рядов 

по малому параметру числа Рейнольдса. Построена 

функция Грина соответствующей задачи и записаны 

рекуррентные формулы, которые дают возможность 

вычислить решения в произвольном приближении. 

В явном виде найдены первые два приближения. 

 Вычислены все физические характеристики те-

чения. Для обоих дисков также вычислен момент 

сопротивления вращению дисков и коэффициент 

теплоотдачи. 
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Введение 

Решения уравнений движения жидкости, сдав-

ливаемой между двумя дисками, вызывает большой 

интерес в теории гидродинамической смазки. Упро-

щения, приводящие дифференциальные уравнения 

в частных производных к обыкновенным дифферен-

циальным уравнениям сделали возможным глубоко 

изучить характер течения.  

Ишизава [1] впервые получил подобные решения 

в случае нестационарного ламинарного течения 

между двумя параллельными дисками. Позднее 

Ванг [2] получил подобные решения в двумерном 

осесимметричном случае и дал полное численное 

решение уравнении движения жидкости. 

В последние годы явления магнитогидродина-

мической смазки привлекли значительное внимание 

ввиду ее важности во многих отраслях промышлен-

ности. Многие исследования в этом направлении 

были мотивированы в связи с широким использова-

нием жидкого металла смазочных материалов в вы-

сокотемпературных подшипниках. 

В теоретических и экспериментальных анализах 

авторов, которые исследовали явления магнитогид-

родинамической смазки, в уравнениях Навье-Стокса 

в частности или полностью были пренебрежены 

инерционные члены. 

Последние исследования, мотивированные возв-

растанием скоростей современных машин использо-

ванием смазочных материалов низкой вязкости для 

снижения потерь энергии показали важность инер-

ционных эффектов. 

Интересными являются те случаи, когда элект-

ропроводная среда движется между проницаемыми 

поверхностями в магнитном поле с учетом теплопе-

редачи. В работах [3,4] были изучены задачи о дви-

жении проводящей жидкости между параллельными 

вращающимися пористыми дисками с учетом слабого 

и сильного магнитного поля и теплопередачи. 

  

Основная часть 

В настоящей работе изучается задача о течении 

проводящей жидкости, сдавливаемой между двумя 

вращающимися пористыми дисками с учетом сла-

бого магнитного поля и теплопередачи, когда коэф-

фициент электропроводности является функцией 

температуры жидкости. 

 Пусть диски вращаются с угловыми скоростями 

a ( t )  и b ( t )  ( a и b - параметры вращения) и через 

них происходит вдув и отсос той же жидкости со 

скоростью w( t ) . Допустим верхний диск совер-

шает движение относительно нижней со скоростью 

dh( t )
dt

, где h(t )-расстояние между дисками, пер-

пендикулярно дискам приложено постоянное сла-

бое магнитное поле, диски имеют разные темпера-

туры wT ( z,t )0
 и 

h
wT ( z,t )  и коэффициент электро-

проводности меняется по закону 

 

 ( z,t ) T( z,t )  0 .  (1) 

 

 Для решения задачи воспользуемся системой 

уравнений Навье-Стокса нестационарного движе-

ния проводящей жидкости, находящейся в однород-

ном внешнем постоянном магнитном поле и урав-

нением энергий: 
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მათემატიკა – Mathematics – Математика 

 

_____________________________________ 
ISSN 1512-0996  სტუ-ის შრომები – Works of GTU – Труды ГТУ 

www.shromebi.gtu.ge 163  №1 (515), 2020 

В уравнении энергии учитывается, что влияние диссипативных эффектов на теплопередачу пренеб-

режимо мало. Заметим, что здесь 
r rr

   


2

2

1
, 

z



2

2
, r z( r , z ,t ), ( r , z ,t ), ( r , z ,t )   - компоненты ско-

рости жидкости,  -коэффициент вязкости,  - плотность, p -давление,  - коэффициент электропро-

водности, B -магнитное поле, T( r ,z,t ) - температура жидкости, pc - теплоемкость при постоянном дав-

лении,  - коэффициент теплопроводности. 

Систему (2) должны решить при следующих начальных и граничных условиях: 
 

  

h
r z w w

r z w w

h
r z w w

t , , T( , ) T ( , ), T( h, ) T ( h, ),

t , z , , ra ( t ), ( t ), T( ,t ) T ( ,t ),
dh( t )z h( t ), , rb ( t ), ( t ), T( h,t ) T ( h,t ).

dt
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 (3) 

 

 Введем новые функции и произведем преобразования переменных 
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 Если применим преобразования (4) в системе (2), учитывая что коэффициент электропроводности 

меняется по закону (1) и для простоты воспользуемся величинами без штрихов, то получим следующую 

систему уравнений: 

  

e
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  (5) 

Здесь 
Bm 



2

2 -число магнитного взаимодействия, e
hR
v


2

, 
p

r
c

P



 - числа Рейнольдса и Прандтля 

соответственно.  

 Для системы (5) получаются только следующие граничные условия:  
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w

h
w w

, f , q a, g , T( ) T ,

, f , q b, g , T( ) T .

 

 

     



     


00 0 0

1
1 0 1

2

  (6) 

 

 

 Решения задачи (5)-(6) с помощью функции Грина можно привести к решению следующей системы 

интегро-дифференциальных уравнений: 
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где G( , )  -функция Грина, которая для задачи (5)-(6) имеет следующий вид: 
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Решения системы (7) ищем в виде бесконечных рядов 
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 Подставляя ряды (9) в систему (7) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях числа eR , 

получим следующие рекуррентные соотношения: 
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где - A( )  и C( )  являются решениями следующих задач 
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 Первые два приближения f ,0  q ,0  g ,0  K ,0  T0 , f ,1  q ,1  g ,1  K1 , T1  имеют следующий вид: 
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 Для давления жидкости будем иметь выражение 
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где p0  начальное значение давления. 

 Пренебрегая влиянием кромок дисков на течение жидкости, при достачно больших значениях R - 

радиусов дисков можно вычислить моменты сопротивления вращению дисков: 

 для верхнего диска 
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для нижнего диска 
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 Для коэффициента теплоотдачи получаются следующие значения: 

 для верхнего диска 
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 для нижнего диска 
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Заключение  

Из выше полученных результатов можно легко 

усмотреть влияние скорости просачивания - ( )w t , 

коэффициента магнитного взаимодействия- m , уг-

ловых скоростей дисков- ( )a t , ( )b t , температур 

дисков - wT 0  и h
wT , а также чисел Рейнольдса - eR  и 

Прандтля - rP , на физические характеристики тече-

ния жидкости.  
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წრფივი დიფერენციალური განტოლებათა სისტემა ჩაწერილია ჩვეულებრივი არაწრფივი დიფერენ-

ციალური განტოლებათა სისტემის სახით, რომლის ამოხსნა, გრინის ფუნქციის გამოყენებით, დაყვანილია 
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რომლებიც საშუალებას გვაძლევს ამოვხსნათ ნებისმიერი მიახლოებით. ცხადი სახით ნაპოვნია პირველი 
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გამოთვლილია მათი ბრუნვის წინაღობის მომენტი და სითბოგადაცემის კოეფიციენტი. 

 Resume:  
 

საკვანძო სიტყვები: ავტომოდელური გარდაქმნა; არასტაციონარული დინება; გრინის ფუნქცია; 

გამტარებლობა; დაწნეხა; მაგნიტური ველი; სითბოგადაცემა; ფორიანობა.  
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Abstract. The issues of nonstationary flow of an electrically conducting fluid squeezed between two parallel 

rotating porous disks have been studied by the method of successive approximation (the method of Green's fun-

ction and a small parameter), taking into account strong uniform magnetic field and heat transfer, when the coef-

ficient of electrical conductivity is a function of the fluid temperature: 

( z ,t ) T( z,t )  0 . 

Navier-Stokes equations of nonstationary flow of an electrically conducting fluid in the uniform magnetic field 

and energy equation are used for the problem solution.  

The system of nonlinear equations of the flow of fluid and heat transfer in partial derivatives is written in the 

form of a system of ordinary nonlinear differential equations by using of automodel transformations, the solution 

of which is based on Green's function and is led to the problem solution of appropriate integro-differential 

equations system. 

The problem solution is considered in the form of infinite series at low Reynolds number. Green’s functions of 

the corresponding problems are developed and recurrent formulas are written down which make it possible to cal-

culate solutions with arbitrary precision. The first two approximations are found in explicit form. 

 All physical characteristics of the flow are calculated. The antitorque moments of the disks and the heat 

transfer coefficients are also calculated for both disks. 

  

Key words: Automodel transformation; conductivity; Green's function; heat transfer; magnetic field; 

nonstationary flow; porosity; squeezing. 
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