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Аннотация. Вопрос об эффективности примене-
ния математических методов при анализе экологи-
ческих процессов авторы данной статьи рассмат-
ривали в четвертом номере данного журнала за 2018 
г. В предложенной статье авторы продолжают разви-
вать эту идею, рассматривая на этот раз взаимо-
действие человека с окружающей средой. Основное 
внимание авторов сосредоточено на том, чтобы 
показать важную роль математики в взаимодействии 
человека с окружающей средой. 

Известно, что антропогенные объекты (населен-
ные пункты, различные промышленные предприя-
тия, транспорт и др.) в результате своего функциони-

рования оказывают на человека разного рода воз-
действия. Для изучения этих процессов возникает 

необходимость в развитии наук, чтобы прогнозиро-
вать состояние окружающей среды и управлять про-
цессами экологического равновесия в геологической 
среде, между природой и техносферой (техногенной 
деятельностью людей). 

В изучении этих процессов математикам отво-
дится решающая роль. Однако, предмет исследова-
ния неизменно сложен, т.к изучение требует объеди-
нения взаимосвязаных между собой процессов самой 
разнообразной природы.  

Заметим, что и организация этих исследований 
очень трудна, т.к. изучение антропогенного влияния 
человека на окружающую среду требует объедине-
ния деятельности целого ряда специалистов самых 
разных сфер. Специалистом-интерпретатором, спо-
собным создать общий язык исследований в этих ус-
ловиях, оказывается математик. 
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Таким образом, математические теории возникли 
естественным путем в процессе изучения окружаю-
щего мира; математические теории являются необ-
ходимой составной частью нашего представления о 
мире. 

 
Ключевые слова: модель; окружающая среда; 

разностная схема; экологические процессы.  

 

Введение 
Проблемы окружающей среды носят системный 

характер и являются главной заботой человека. Сле-
довательно, для сохранения экологического равно-
весия в природе возникает необходимость приме-
нения, так называемого, системного подхода [1]. 

Системный подход представляет собой весьма 
эффективное решение сложных проблем, обычно, 
недостаточно четко сформулированных. 

На начальном этапе мы можем наметить неко-
торые задачи, исходя из общих принципов систем-
ного подхода. Мы можем выявить и описать систем-
ные характеристики и связи с совокупностью объек-
тов, взаимодействующих с окружающей средой, саму 
окружающую среду, условия взаимодействия объек-
тов, а также прогнозировать развития процессов. 

На последующих этапах анализа предполагается 
изучение возможности снижения отрицательных по-
следствий взаимодействий за счет улучшения техно-
логий производства и создания альтернативных 
процессов и управления всем комплексом мероп-
риятий [2]. 

Любые методы системного подхода опираются на 
математическое описание экологических процессов. 

Построение математической модели является 
основой системного подхода. 

Математическое моделирование заключается в 
переводе, так называемого, «реального мира» на язык 
математики, что позволит нам получить более точное 
представление о его наиболее существенных свойст-
вах и предсказать будущие события. Это обстоятель-
ство отражает термин «математическое моделиро-
вание» [3]. 

Практическими задачами моделирования яв-
ляются, во-первых, анализ экологических процессов, 
во-вторых – экологическое прогнозирование, в-
третьих – выработка управленческих решений. 

Модели, описывающие экологические процессы, 
являются нестационарными, т.к. параметры, входя-
щие в модель, изменяются во времени. Численное 
интегрирование таких моделей осуществляется с 
помощью конечных разностей или метода сеток [4].  

 
Основная часть 
Цель статьи – научить экологов обращению с по-

добными моделями. Задача, решаемая в статье, не 
является особенно трудной с точки зрения матема-
тики, во всяком случае, она не представляет «проб-
лему». Важно, чтобы экологи поняли, как им дейст-
вовать в подобных случаях. 

Для наглядности рассматривается простейшая 
модель взаимодействия производства с окружающей 
средой. Это объясняется тем, что всякую модель со 
сложной структурой всегда можно заменить (при оп-
ределенных допущениях) упрощенной приближен-
ной моделью [5]. 

Модель, характеризующая загрязненность окру-
жающей среды, может быть записана в виде: 

  𝑥̇(𝑡) = 𝑞(𝑡) − 𝜑(𝑥)  (1) 
где х(𝑡) – характеризует качество среды; 

 𝜑(𝑥) – естественная очистка; 
 𝑞(𝑡) – загрязняющие окружающей среду вещества. 
По данным Всемирной организации здравоохра-

нения здоровье человека на 18-40% зависит от сос-
тояния окружающей среды. 

Для простоты допустим, что  
  𝜑(𝑥) = 𝑧 ∙ 𝑥(𝑡)  (2) 
где z – коэффициент пропорциональности. 
Величина 𝑞(𝑡) зависит как от количества 

продукции (p(t)), выпускаемой производством, так и 
от затрат предприятия на совершенствование 
технологий (v(t)): 

  𝑞(𝑡) = 𝑓[𝑝(𝑡), 𝑣(𝑡)] 
Величина 𝑞 находится в прямой зависимости от 

количества продукции, выпускаемой производством 
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и в обратной от 𝑣(𝑡), т.е. с увеличением 𝑣(𝑡), 𝑞(𝑡) 
уменьшается. 

Итак,  𝑞(𝑡) =
௔∙௣(௧)

௕∙௩(௧)
  (3) 

где, а и b – коэффициенты пропорциональности. 
Количество продукции, выпускаемое производст-

вом, определяется объемом используемых ресурсов 
(основных и оборотных фондов Ф(t)) и количеством 
рабочей силы: 

𝑝(𝑡) = 𝑓[Φ(t), 𝐿] 
Функция 𝑝(𝑡) носит название производственной 

функции. Производственная функция – это эконо-
мико-математическое уравнение, которое связывает 
переменные величины затрат (ресурсов) с величиной 
продукции (выпуска). 

Наиболее широкое распространение получила 
функция Кобба-Дугласа, которая для рассматривае-
мого случая имеет вид [7]: 

  𝑝(𝑡) = 𝛼Φ௞(𝑡)𝐿௞ିଵ  (4) 
  0 < 𝑘 < 1 

где 𝛼 и 𝑘 – некоторые характеристики производства. 
Проведем иллюстрированный расчет для пре-

дельно простой ситуации, когда 𝑘 = 1, тогда на 
основании (4): 

  𝑝(𝑡) = 𝛼 ∙ Ф(𝑡)  (5) 
Подставляя (2) и (3) в (1) с учетом (5), получим: 
  𝑥̇ ̇ (𝑡) = −𝑧𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)  (6) 

 где   𝑦(𝑡) =
௔

௕
𝛼

஍(௧)

௬(௧)
 

Запишем дифференциальное уравнение (6) в виде 
символического равенства 

   𝐿 ∙ 𝑥 = 𝑓  (7) 
 где  𝐿(𝑥) ≡ 𝑥 ̇ (𝑡) + 𝑧𝑥(𝑡);  𝑓 = 𝑦(𝑡) 
Как уже было сказано, на практике такое урав-

нение решается численно с помощью метода сеток 
или метода конечных разностей.  

Рассчитаем модель на интервале времени 0 ≤ 𝑡 ≤

𝑇. Предполагаем, что момент времени t=0 – это 
момент, когда производство начинает функциони-
ровать, Т – время функционирования. 

Для приближенного решения (6) уравнения ра-
зобьём отрезок времени (0, 𝑇) последовательностью 
точек 0=to<t1<...<tn=T на N интервалы длительностью 
h так, чтобы h принимал малые положительные 
значения. Совокупность точек деления составляет 

сетку. Точка деления tn=nh – узлы сетки. Функцию, 
определенную в узлах сетки, называют сеточной 
функцией. 

На каждом интервале времени (tn-1, tn) уравнение 
(6) представляет собой дифференциальное урав-
нение с постоянными параметрами ввиду малости 
интервалов. Поэтому, рассматриваемое уравнение 
решается с помощью традиционных точных методов 
[8]. Его решение на каждом интервале (tn-1, tn) с 
учетом начального условия 𝑥(𝑡)௧ୀ௧೙షభ

= 𝑥(𝑛 − 1) 
имеет вид: 

𝑥(𝑛) = 𝑒ି௭(௧೙ష௧೙షభ)𝑥(𝑛 − 1) +
𝑦

𝑧
ൣ1 − 𝑒ି௭(௧೙ష௧೙షభ)൧ 

принимая во внимание, что ℎ = 𝑡௡ − 𝑡௡ିଵ, полу-
чим: 

  𝑥(𝑛) = 𝑠𝑥(𝑛 − 1) + 𝛽(1 − 𝑠),  (8) 
 где 𝑠 = 𝑒ି௭௛, 𝛽 =

௬

௭
 

Пользуясь рекуррентной формулой (8), находим: 
 𝑥(𝑛) = 𝑠௡𝑥(𝑜) + 𝛽(1 − 𝑠) ∑ 𝑠௝ିଵ௡

௝  (9) 
Исследуем ее свойства на устойчивость и схо-

димость. 
Обозначим через 
   𝐿௛𝑥௛ = 𝑓௛  (10) 
разностную схему для приближенного вычисле-

ния х дифференциального уравнения (6). 
Назовем разностную схему (10) с линейным опе-

ратором 𝐿௛ устойчивой, если при любом 𝑓௛ урав-
нение (10) имеет единственное решение 𝑥௛, которое 
удовлетворяет неравенство [9]: 

   ฮ𝑥(௛)ฮ ≤ 𝐶ฮ𝑓(௛)ฮ, 
где С – некоторая постоянная, не зависящая от h, 

‖. ‖ – норма. 
Это вытекает непосредственно из рекуррентной 

формулы (9). 
Теперь исследуем на устойчивость неодно-

родную схему (8). 
Для её устойчивости достаточно чтобы все S 

удовлетворяли оценку ‖𝑆‖ ≤ 1, что очевидно. 
Схему (8) назовем равномерно устойчивой по 

начальным данным, если для решения однородного 
уравнения 𝑥(𝑛) = 𝑆𝑥(𝑛 − 1), выполняется оценка [9] 
‖𝑥(𝑛)‖ ≤ 𝑐௢ ‖𝑥(𝑗)‖, для всех 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, где с0 

постоянная, независящая от h. 
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Рассмотрим схему 𝑥(𝑛) = 𝑆𝑥(𝑛 − 1), тогда 
‖𝑥(𝑛)‖ ≤ ‖𝑆‖ ‖𝑥(𝑛 − 1)‖, но‖𝑆‖ ≤ 1, поэтому, 
‖𝑥(𝑛)‖ ≤ ‖𝑥(𝑛 − 1)‖ или ‖𝑥(𝑛)‖ ≤ ‖𝑥(0)‖. 

Таким образом, требование равномерной устой-
чивости выполнено. 

Схему (8) назовем устойчивой по правой части, 
если: 

  ‖𝑥(𝑛)‖ ≤ 𝑐଴ ‖𝛽(1 − 𝑆)‖ 
Из равномерной устойчивости по начальным 

данным следует её устойчивость по правой части. 
Построенная схема является корректной 

(корректно поставленной), т.к. 
при достаточно малом h: 
1. решение заданного дифференциального урав-

нения существует и единственное при любых 
начальных условиях и заданных правых 
частях; 

2. существуют такие постоянные М1 и М2, не 
зависящие от h, начальных условий, а также от 
правых частей, что при любых х справедлива 
оценка 

  ‖𝑥(𝑛)‖ ≤ 𝑀ଵ‖𝑥(0)‖ + 𝑀ଶ‖𝛽(1 − 𝑆)‖  (11) 
В неравенстве (11) выражена непрерывная зави-

симость решения от выходных данных. Это свойство 
называется устойчивость. 

Рассмотрим вопрос об оценке близости решения 
разностной схемы (10) к решению дифференциаль-
ного уравнения (7). 

Будем считать, что решение разностной схемы 
(10) равномерно сходится к решению задачи (7), 
если lim

௛→ஶ
ฮ𝑥(௛) − 𝑥ฮ = 0 

Из курса математического анализа известно [10], 
что для того, чтобы 𝑥(௛) равномерно сходилась к 𝑥, 
необходимо и достаточно ‖[(𝑛 + 1) − 𝑥(𝑛)‖ → 0 

Имеем: 
max

௡
⌊𝑥(𝑛 + 1) − 𝑥(𝑛)⌋ ≤ 

≤ max
௡

⌊(𝑆௡ାଵ − 𝑆௡)𝑥(0)⌋ + 

+ max
௡

ቮ𝛽(1𝑆) ቎෍ 𝑆௝ିଵ − ෍ 𝑆௝ିଵ]

௡

௝ୀଵ

௡ାଵ

௝ୀଵ

቏ቮ ≤ 

≤ max
௡

|𝑆௡(𝑆 − 1) − 𝑥(0)| +  max
௡

|𝛽(1 − 𝑆)𝑆௡ାଵ| 

 
При достаточно малых значениях h оба слагаемых 

стремятся к нулю. 
Если норму определим равенством ‖𝑥(𝑛 + 1) −

𝑥(𝑛)‖ = max
௡

|𝑥(𝑛 + 1) − 𝑥(𝑛)|, 

то получим: 
‖𝑥(𝑛 + 1) − 𝑥(𝑛)‖ → 0 

 
Заключение  
В заключительной части статьи покажем, что 

последовательность 𝑥(௛) может сходиться по h только 

к одному элементу – решению уравнения (6). 

Пусть существуют два предельных элемента x1 и 

x2, 𝑥ଵ ≠ 𝑥ଶ, к каждому из которых сходится 𝑥(௛), так, 

что 

lim
௛→ஶ

ฮ𝑥(௛) − 𝑥ଵฮ = lim
௛→ஶ

ฮ𝑥(௛) − 𝑥ଶฮ = 0 

Покажем, что 𝑥ଵ =  𝑥ଶ. Для этого рассмотрим 

разность 

𝑥ଵ − 𝑥ଶ = ൫𝑥ଵ − 𝑥(௛)൯ + (𝑥(௛) − 𝑥ଶ) 

и воспользуемся неравенством треугольника 

‖𝑥ଵ − 𝑥ଶ‖ ≤ ฮ൫𝑥ଵ − 𝑥(௛)൯ + (𝑥(௛) − 𝑥ଶ)ฮ 

Переходя к пределу при ℎ → 0 и учитывая сходи-

мость 𝑥(௛) к x1 и x2, получим ‖𝑥ଵ − 𝑥ଶ‖ = 0, т.е. 𝑥ଵ =  𝑥ଶ. 

Таким образом, мы показали, что последователь-

ность 𝑥(௛) по h сходится к одному элементу. 
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Abstract. The authors of this article considered the question of the effectiveness of the application of 

mathematical methods in the analysis of ecological processes in the fourth issue of this journal for 2018. 
In the proposed article, the authors continue to develop this idea, considering the interaction of a person with 

the environment this time. The authors’ main attention is focused on showing the important role of mathematics in 
human interaction with the environment. 

It is known that anthropogenic objects (settlements, various industrial enterprises, transport, etc.), as a result of 
their functioning, have different kinds of effects on a person. To study these processes, there is a need for the 
development of sciences in order to predict the state of the environment and manage the processes of ecological 
balance in the geological environment, between nature and the technosphere (technogenic activities of people). 

Mathematicians play a decisive role in the study of these processes. However, the subject of research is invariably 
difficult, because the study requires the unification of interrelated processes of the most diverse nature. Note that 
the organization of these studies is very difficult, because the study of the anthropogenic influence of man on the 
environment requires combining the activities of a number of specialists in various fields. A specialist-interpreter, 
capable of creating a common language of research in these conditions, turns out to be a mathematician. 

Thus, mathematical theories arose naturally in the process of studying the surrounding world; mathematical 
theories are an essential part of our understanding of the world. 

  
Key words: difference scheme; environment; ecological processes; model. 
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