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ანოტაცია. ნაშრომში შესწავლილია ელექტრო-

გამტარ სითხეში მბრუნავი წრიული ფოროვანი 

ფირფიტის ბრუნვით წარმოქმნილი სასაზღვრო ფე-

ნის სტაციონარული ამოცანა სუსტი მაგნიტური 

ველისა და თბოგადაცემის გათვალისწინებით, რო-

დესაც ფირფიტაში სითხის გაჟონვის სიჩქარე იცვ-

ლება წრფივი კანონით. 

 ამოცანა ამოხსნილია მიმდევრობითი მიახლოე-

ბის მეთოდით (შვეცის მეთოდი). ამოსახსნელად 

გამოყენებულია მაგნიტურ ველში გამტარი სითხის 

სტაციონარული დინების ნავიე-სტოქსისა და ენერ-

გიის არაწრფივ კერძოწარმოებულებიან დიფერენ-

ციალურ განტოლებათა სისტემა, რომელიც კარ-

მანის განზოგადებული ჩასმების გამოყენებით ჩაწე-

რილია ჩვეულებრივ არაწრფივ დიფერენციალურ 

განტოლებათა სისტემის სახით. 

 მიღებული განტოლებათა სისტემის ამოხსნები 

იძებნება უსასრულო მწკრივების სახით. ცხადი სა-

ხით ნაპოვნია პირველი ორი მიახლოება. დინამი-
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კური და სითბური სასაზღვრო ფენების სისქის გან-

სასაზღვრავად მიღებულია შესაბამისი განტოლე-

ბები და მათი ზუსტი ამოხსნები. 

 გამოთვლილია სითხის დინების ყველა კინემა-

ტიკური მახასიათებელი და მიღებულია გამოსახუ-

ლებები წრიულ ფირფიტაზე თბოგადაცემისა და 

წნევის განაწილებისათვის. ასევე გამოთვლილია 

ფირფიტის ბრუნვის წინაღობის მომენტი და თბო-

გადაცემის კოეფიციენტი. 

 კერძო შემთხვევაში დადგენილია დამოკიდე-

ბულება დინამიკურ და სითბურ სასაზღვრო ფენა-

თა სისქეებს შორის. 

 

საკვანძო სიტყვები: გამტარებლობა; გაჟონვის 

სიჩქარე; თბოგადაცემა; კარმანის ჩასმები; მაგნი-

ტური ველი; სტაციონარული დინება; სასაზღვრო 

ფენა; ფორიანობა. 

 

შესავალი 

სხვადასხვა პრაქტიკული ამოცანის ამოხსნისას 

ხშირად გვიწევს ისეთი სითხეების მოძრაობის შეს-

წავლა, რომელთაც ძალიან მცირე სიბლანტე აქვთ. 

ასეთ სითხეებს განეკუთვნება, მაგალითად, წყალი, 

შემზეთავი საშუალებები და სხვა. თუ ერთდროუ-

ლად გარსდენადი სხეულების ზომები და სითხის 

დინების სიჩქარე არ არის ძალიან მცირე, მაშინ მი-

იღება დინებები რეინოლდსის რიცხვის საკმარისად 

დიდი მნიშვნელობებით. როგორც ცდები გვიჩვე-

ნებს, ამ შემთხვევებში სიბლანტის გავლენა ვლინ-

დება გარსდენადი სხეულების ზედაპირების მახ-

ლობლობაში. ეს გარემოება თავის დროზე აღნიშნუ-

ლი იყო დ. მენდელეევის მიერ მის ძირეულ კვლე-

ვებში, რომლებიც ეძღვნებოდა სითხის წინააღმდე-

გობის საკითხებს და აერონავტიკას (1880 წ). სიბ-

ლანტის გავლენა კედლების მახლობლობაში მნიშვ-

ნელოვანია იმ მიზეზის გამო, რომ თუნდაც ძალიან 

მცირე სიბლანტის მქონე სითხე ინარჩუნებს გარს-

დენადი სხეულის ზედაპირზე მიკვრის თვისებას. 

აქედან გამომდინარე შეიძლება დავასკვნათ, რომ 

გარსდენად ზედაპირზე სითხე ეკვრის სხეულს, შე-

მდეგ ზედაპირიდან დაშორებისას სითხის სიჩქარე 

სწრაფად იზრდება და რაღაც   მანძილზე (სასა-

ზღვრო ფენა) იღებს იმ მნიშვნელობას, რომელიც 

პრაქტიკულად ტოლი იქნებოდა იმ სიჩქარისა, რო-

მელიც მას ექნებოდა განსახილავი სხეულის ხახუ-

ნის გარეშე სითხით გარსდენისას. 

 შესაბამისად, საინტერესოა სითხის ყოფაქცევის 

შესწავლა სასაზღვრო ფენაში. ამ მიმართულებით 

პირველი კვლევა ჩაატარა პრანდტლმა [1], რომელ-

მაც მოგვცა სასაზღვრო ფენაში სითხის მოძრაობის 

ძირითადი დიფერენციალური განტოლებები და 

მათი მიახლოებითი ამოხსნები ფირფიტის გარსდე-

ნის შემთხვევაში.  

 იმ დროიდან, როდესაც გამოჩნდა კარმანისა [2] 

და კოკრენის [3] ნაშრომები, რომლებიც დაკავშირე-

ბული იყო უსასრულო ფირფიტის ან დიდი რადიუ-

სის მქონე დისკოს ბრუნვით გამოწვეული სითხის 

დინებების შესწავლასთან, დასაბამი მიეცა იმ გარ-

დაქმნების გამოყენებას (კარმანის ჩასმები), რომელ-

თა საშუალებითაც სითხის მოძრაობის არაწრფივი 

კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური გან-

ტოლებები დაიყვანება ჩვეულებრივ არაწრფივ დი-

ფერენციალურ განტოლებებზე, რამაც შესაძლებე-

ლი გახადა ღრმად შესწავლილიყო დინების ხასია-

თი. დიდ ინტერესს იწვევს ისეთი ამოცანების შე-
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სწავლა, სადაც გათვალისწინებულია გარსდენადი 

სხეულების ფორიანობა. ამ მიმართულებით ერთ-

ერთი პირველი იყო სტიუარტი [4], რომელმაც თა-

ვის ნაშრომში შეისწავლა მბრუნავი ფოროვანი დის-

კოს ზედაპირიდან სითხის გამოჟონვის სიჩქარის 

გავლენა სითხის დინებაზე.  

ასევე საინტერესოა ისეთი სტაციონარული და 

არასტაციონარული ამოცანების შესწავლა, რომ-

ლებშიც გათვალისწინებულია გამტარი სითხით 

გარსდენადი ფოროვანი ზედაპირების მახლობლო-

ბაში მაგნიტური ველის ზემოქმედება, ასევე სით-

ბური ეფექტები. 

[5] შრომაში შესწავლილია ფოროვანი ფირფიტის 

ბრუნვით გამოწვეული სუსტად გამტარი სითხის 

არასტაციონარული დინება თბოგადაცემის გათვა-

ლისწინებით, როცა შეჟონვის სიჩქარე დროის ფუნქ-

ციაა. განსაზღვრულია დინამიკური და სითბური 

სასაზღვრო ფენათა სისქეები შეჟონვის სიჩქარის 

სხვადასხვა მნიშვნელობისათვის და დადგენილია 

ფუნქციური დამოკიდებულებები მათ შორის.  

 [6] შრომაში არაწრფივი წევრების გასაშუალების 

მეთოდით შესწავლილია ბლანტი უკუმშველი სით-

ხის არასტაციონარული დინება ფოროვანი ფირ-

ფიტის მახლობლობაში ერთგვაროვანი მაგნიტური 

ველისა და თბოგადაცემის გათვალისწინებით. გან-

საზღვრულია დინამიკური და სითბური სასაზღვ-

რო ფენების სისქეები. მათი საშუალებით გამოთვ-

ლილია დინების ფიზიკური მახასიათებლები. 

  

ძირითადი ნაწილი 

წინამდებარე ნაშრომში მიმდევრობითი მიახ-

ლოების მეთოდით (შვეცის მეთოდი) შესწავლილია 

გამტარ სითხეში ფოროვანი წრიული ფირფიტის 

ბრუნვით წარმოქმნილი სასაზღვრო ფენის სტაციო-

ნარული ამოცანა სუსტი ერთგვაროვანი მაგნიტური 

ველისა და თბოგადაცემის გათვალისწინებით, რო-

დესაც ფირფიტაში სითხის გაჟონვის სიჩქარე იცვ-

ლება წრფივი კანონით. ამოცანაში დაშვებულია, 

რომ მაგნიტური ველი მოქმედებს ფირფიტის მარ-

თობულად და ფირფიტაში სითხის გაჟონვაც ხდება 

ფირფიტის მართობული მიმართულებით ( z ღერ-

ძის პარალელურად). 

ამოცანის ამოსახსნელად გამოვიყენოთ მაგნი-

ტურ ველში გამტარი სითხის სტაციონარული მოძ-

რაობის ნავიე-სტოქსის განტოლებათა სისტემა და 

ენერგიის განტოლება 
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     
            

     
           





2

2

0,

.

r z

p r z

r z

T T T
c

r zz

 

   











 
  


          


  (1) 
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 ენერგიის განტოლებაში გათვალისწინებულია რომ დისიპაციური ეფექტების გავლენა თბოგადაცემაზე 

უსასრულოდ მცირეა. შევნიშნოთ, რომ (1) განტოლებათა სისტემაში ( , ), ( , ), ( , )r zr z r z r z    არის სითხის 

სიჩქარის კომპონენტები,   – სითხის სიბლანტის კოეფიციენტი,   – სიმკვრივე, p  – წნევა,   – ელექტრო-

გამტარობის კოეფიციენტი, B – მაგნიტური ველი,   – თბოგამტარებლობის კოეფიციენტი, ( , )T r z  – სით-

ხის ტემპერატურა, pc  – თბოტევადობა მუდმივი ტემპერატურის დროს. 

 (1) განტოლებათა სისტემა უნდა ამოიხსნას შემდეგი სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით: 

 

  
0, 0, , , ,

, 0, 0, .
r z w w

r

z r T T

z T T




    

  

    
     

  (2) 

 

 შემოვიტანოთ ახალი ფუნქციები და ცვლადები გარდავქმნათ შემდეგნაირად: 

 

  
( , ) ( ), ( , ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( ), , ( ) ( ) ( ).

r z

w w w

r z r f r z r q z g

z u p z P z T z T T T

        


       

  

   



      


  (3) 

 

 თუ (3) გარდაქმნებს გამოვიყენებთ (1) სისტემაში, მივიღებთ ახალ განტოლებათა სისტემას:  

  

2 2
2 2 2 2

2 2

2

2

2

2

0, 2 0,

, 2 0,

.r

d f df d q dq
m f g f q m q g fq

d dd d

dP d g dg dg
g f

d d dd

d d
P g

d

  

  

 



        


     

       

  (4) 

მიღებულ განტოლებათა სისტემაში 
2

2 B
m




  და p
r

c
P




  შესაბამისად, მაგნიტური ურთიერთქმე-

დებისა და პრანდტლის რიცხვებია. 

 ვთქვათ, ფირფიტაში სითხის გაჟონვის სიჩქარე იცვლება შემდეგი კანონის მიხედვით: 

  ,wu k b   

სადაც k  და b  უარყოფითი მუდმივებია.  

 დინამიკურ და სითბურ სასაზღვრო ფენათა სისქეების გამოსათვლელად, რომლებიც წარმოიქმნება 

მბრუნავი ფირფიტის ზედაპირზე, ასიმპტოტურ ფენათა ნაცვლად განვიხილოთ სასრული სისქის სასაზღ-

ვრო ფენები, რომელთა განსასაზღვრავად ვისარგებლოთ შემდეგი პირობებით: 
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  ,   0
dq

d
  და ,T   0.

d

d



   (5) 

 

ყოველივე აქედან გამომდინარე, (4) განტოლებათა სისტემის ამოსახსნელად საბოლოოდ გვექნება 

შემდეგი სასაზღვრო პირობები: 

 

  
0, 0, 1, (0) , 1,

, 0, 0, 0, , 0, 0.

w

T

f q g u k

dq d
f q

d d

 
    

 

     

       

  (6) 

 

(4) სისტემის ამოხსნები ვეძებოთ უსასრულო მწკრივების სახით 

 

  
0

,i
i

f f




  
0

,i
i

q q




  
0

,i
i

g g




  
0

i
i

 




   (7) 

 

და შემოვიფარგლოთ პირველი ორი მიახლოების განსაზღვრით. 

 თუ გავითვალისწინებთ, რომ სითხის დინებაზე მოქმედებს სუსტი მაგნიტური ველი, შესაბამისად 0 ,f  

0 ,q  0 , 1,f  1,q  1  უნქციები წარმოადგენს შემდეგ ამოცანათა ამონახსნებს: 
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2
0
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0,
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2
0
2
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
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  0 0 0
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, 0, 0, , 0,T

f q

f q

 
    
   

     
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2 2 201
0 0 0 02

,
dfd f

g f q m f
dd 

     
2

201
0 0 0 02

2 ,
dqd q

g f q m q
dd 

    
2

01
02

,r

dd
P g

dd




 
  

 
 

  1 1 1

1 1 1

0, 0, 0, 0,

, 0, 0, , 0,T

f q

f q

 
    
   

     
 

 

0g  და 1g  ფუნქციები კი განისაზღვრება შემდეგი ტოლობების საფუძველზე: 

 

  0 0

0

2 ( ),wg f d u


     1 1

0

2 .g f d


     

 

(7) მწკრივების პირველ ორ მიახლოებებს - 0 ,f  0 ,q  0 ,g  0 ,  1,f  1,q  1,g  1  აქვს შემდეგი სახე: 
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  0 0,f   0 1 ,q



   0 ( ) ,wg u k b     0 1 ,
T
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P    

 
       
  

 

 

დინამიკური და სითბური სასაზღვრო ფენების სისქეების გამოსათვლელად, (5) პირობების გამოყე-

ნებით მივიღებთ შემდეგ განტოლებათა სისტემას: 

 

  

2 2

2

( 2 ) 3 6 0,

6
2 3 0,T T
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 

 

    
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   
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საიდანაც, იმის გათვალისწინებით, რომ 0k   და 0b  , მივიღებთ: 
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3 9 6
,

2( 2 ) 4( 2 ) 2
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m b m b m b
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  (8) 

  
2

2

3 9 3
.

4 16T
r

k k

b bPb
       (9) 

 

 ფირფიტის ზედაპირზე წნევის განაწილებისათვის მივიღებთ შემდეგ გამოსახულებას: 
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23 1 11 1
.
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   

   
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სადაც 0P  ფირფიტაზე წნევის საწყისი მნიშვნელობაა. 

 თუ უგულებელვყოფთ სითხის დინებაზე ფირფიტის კიდის გავლენას, მაშინ R  რადიუსის საკმარისად 

დიდი მნიშვნელობებისათვის შეიძლება გამოვთვალოთ ფირფიტის ბრუნვის წინააღმდეგობის მომენტი. 

გვექნება: 
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( 2 ) 3 ,
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

       
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სადაც 2S R  არის ფირფიტის ზედაპირის ფართობი, R – ფირფიტის რადიუსი, 
2

e

R
R




  კი – 

რეინოლდსის რიცხვი. 

 თბოგადაცემის კოეფიციენტისათვის გვექნება შემდეგი გამოსახულება: 

 

  1
1 .

2 2
e

r T
w T

r R T k b
N P

R T



            

   
 

  

 

დასკვნა 

გავაანალიზოთ მიღებული შედეგები. თუ დავაკ-

ვირდებით (8) და (9) გამოსახულებებს, რომლებიც 

განსაზღვრავენ დინამიკურ და სითბურ სასაზღვრო 

ფენათა სისქეებს, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

თუ სითხის დინებაზე არ მოქმედებს მაგნიტური 

ველი ( 0m  ) და პრანდტლის რიცხვი 1rP  , მაშინ  

2

2

3 9 3
,

4 16T

k k

b bb
       

ე.ი. დინამიკურ და სითბურ სასაზღვრო ფენათა 

სისქეები ერთნაირია. 

მიღებული შედეგების მიხედვით ასევე ადვილად 

შეიძლება დავასკვნათ, რომ ფირფიტის ბრუნვის 

წინაღობის მომენტის მნიშვნელობა იცვლება ბრუნ-

ვის კუთხური სიჩქარის, ფირფიტის ზედაპირის ფა-

რთობის, მისი რადიუსისა და რეინოლდსის რიცხვის 

პროპორციულად, თბოგადაცემის კოეფიციენტი კი – 

რეინოლდსის რიცხვის პროპორციულად და ფირ-

ფიტის რადიუსის უკუპროპორციულად. 
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Abstract. The paper investigates the stationary task of the boundary layer generated by the rotation of a circular 
porous plate rotating in an electrically conductive fluid with respect a weak magnetic field and heat transfer when 
the suction velocity into the plate changes by a linear law. 
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The problem is solved by using the method of successive approximation (Shvec method). For solving it, in the 
magnetic field electrically conductive fluid flow Navier-Stokes and energy nonlinear differential equations in partial 
derivatives is used, which is recorded as a system of ordinary nonlinear differential equations using Karman general 
insertions. 

The solutions of the obtained system of equations are sought in the form of infinite series. The first two 
approaches are clearly found. Appropriate equations are obtained to determine the thickness of dynamic and thermal 
boundary layers and their exact solutions are obtained. 

All the kinematic characteristics of the fluid flow are calculated and images are obtained for the heat transfer and 
pressure distribution on the circular plate. The torque of rotation of the plate and the coefficient of heat transfer are 
also calculated. 

In the particular case, the relationship between the thicknesses of the dynamic and thermal boundary layers is 
established. Resume:  

 

Keywords: boundary layer; conductivity; heat transfer; Karman insertion; magnetic field; porosity; suction 
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