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მედროვე მათემატიკის წინა პლანზე ისეთი სფერო-

ების საჭიროებებიდან გამომდინარე, როგორიცაა 

ეკონომიკური და გარემოსდაცვითი მენეჯმენტი, 

ავტომატიზებული ტექნიკური მოწყობილობების 

რეგულირება, სიგნალისა და მოძრავი ობიექტების 

ამოცნობა და მრავალი სხვა. 

ბუნებაში არსებობს პროცესები, რომელთა მიმ-

დინარეობა შეიძლება იყოს სხვადასხვანაირი და 

შემთხვევითობაზე დამოკიდებული. ამასთანავე, 

ამა თუ იმ მიმდინარეობის ალბათობა მაინც განი-

საზღვრება. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, ეს არის 

სიტუაცია, როდესაც სისტემის შესაძლო მდგომა-

რეობისა და გარემოს შესახებ ინფორმაცია არ არის 

სრულყოფილი. ასეთ შემთხვევით (ალბათურ) პრო-

ცესებს სტოქასტური პროცესები ეწოდება. ასეთი 

სიტუაციის კლასიკური მაგალითია ეკოლოგიური 

სისტემების მართვა, რომლებიც შემთხვევითი შეშ-

ფოთების (ზემოქმედების) ზეგავლენის ქვეშ არიან.  

 

საკვანძო სიტყვები: დინამიკური დაპროგრა-

მება; ეკოლოგიური სისტემები; სტოქასტური 

პროცესი.

 

 

შესავალი 

ეკოლოგიური სისტემის მდგრადობის უზრუნ-

ველსაყოფად აუცილებელია მისი სწორად შემუშა-

ვებული მართვა. ეკოლოგიური სისტემების მართვა 

გულისხმობს ოპტიმალური მართვის ალგორითმის 

შემუშავებას, რომელიც ითვალისწინებს სისტემაზე 

მოქმედ შემთხვევით ფაქტორებს, ასევე დაკვირ-

ვების შეცდომებს. იმის გათვალისწინებით, რომ 

განსახილველ პრობლემაში, შეშფოთების (სისტემა-

ზე ზემოქმედება) და დაკვირვების შეცდომების გა-

მომწვევი პროცესები შემთხვევით მოვლენებად ით-

ვლება, შეიძლება ტერმინ „სტოქასტური მართვის 

პრობლემის“ გამოყენება. 

ზოგადად მიღებულია, რომ ნებისმიერი „სწო-

რად“ დასმული ოპტიმიზაციის პრობლემა სტოქას-

ტურია. ზემოქმედების შემთხვევითი ფაქტორები, 

რომლებიც შეიძლება იყოს მათი ბუნებიდან გამომ-

დინარე ან ჩვენთვის უცნობი მიზეზების გამო, პრაქ-

ტიკულად არის ყველა ამოცანაში. 

სტოქასტური ოპტიმალური მართვის თეორიის 

ძირითადი მიზანია უპასუხოს კითხვას: რომელი 

მართვა ავირჩიოთ (სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, 

რა გადაწყვეტილება მივიღოთ) ისე, რომ საბოლოო 

ჯამში, პროცესისა და მართვის გარკვეული ფუნქ-

ციონალი მინიმუმამდე იყოს დაყვანილი. 

ასეთი პრობლემების ანალიზისათვის და გადა-

საჭრელად გამოიყენება დინამიკური დაპროგრამე-

ბა. დინამიკური დაპროგრამება არის მათემატიკუ-

რი პროგრამირების დარგი, რომელიც მოიცავს ოპ-

ტიმალური გადაწყვეტილებების პოვნის ტექნიკას 

და დაფუძნებულია თითოეული გადაწყვეტილების 

შედეგების გამოთვლაზე და შემდგომი გადაწყვეტი-

ლებებისთვის ოპტიმალური სტრატეგიის შემუშა-

ვებაზე. ამ პრინციპზე აგებულ გადაწყვეტილების 

მიღების პროცესებს მრავალსაფეხურიანი პროცესე-

ბი ეწოდება. მათემატიკურად, ოპტიმიზაციის ამო-

ცანა აგებულია თანამიმდევრულად დაკავშირებუ-

ლი ურთიერთობების გამოყენებით. მაგალითად, 

ერთი ნაბიჯისთვის მიღებული შედეგები შეჰყავთ 

შემდეგი ნაბიჯის (ან, პირიქით, წინა ნაბიჯის) 
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განტოლებაში და ა.შ. ამ გზით, შესაძლებელია ნე-

ბისმიერი არჩეული დროისთვის შედეგების მიღება 

და შემდეგ ,,გაგრძელება“. დინამიკური დაპროგრა-

მების გამოყენება შესაძლებელია არა მარტო დროის 

ცვლილებასთან დაკავშირებულ ამოცანებზე, არა-

მედ მრავალსაფეხურიანი პროცესების სტატისტი-

კური ამოცანების გადასაჭრელადაც.  

დინამიკური დაპროგრამების ამოცანების სა-

ერთო მახასიათებელი ის არის, რომ ცვლადები გა-

ნიხილება არა ყველა ერთდროულად, არამედ თანა-

მიმდევრულად, ერთმანეთის მიყოლებით. ამის არსი 

ისაა, რომ აიგება ისეთი გამოთვლითი სქემა, სადაც 

ერთი ამოცანის მრავალი ცვლადის ნაცვლად აიგება 

მრავალი ამოცანა თითოეულში მცირე რაოდენობის 

(თუნდაც მხოლოდ ერთი) ცვლადით. ეს მნიშვნე-

ლოვნად ამცირებს გამოთვლებს, მაგრამ ეს უპი-

რატესობა მიიღწევა მხოლოდ ორი პირობით: რო-

დესაც ოპტიმალურობის კრიტერიუმი არის ადი-

ტიური ანუ საერთო ოპტიმალური გადაწყვეტა არის 

თითოეული ნაბიჯის ოპტიმალური გადაწყვეტილე-

ბების ჯამი და როდესაც მომავალი შედეგები დამო-

უკიდებელია სისტემის წინა მდგომარეობაზე. ეს 

ყველაფერი გამომდინარეობს ბელმანის ოპტიმალუ-

რობის პრინციპიდან, რომელიც საფუძვლად უდევს 

დინამიკური დაპროგრამების თეორიას. 

ოპტიმალურ გადაწყვეტას ახასიათებს ის თვი-

სება, რომ როგორიც უნდა იყოს საწყისი მდგომა-

რეობა და გადაწყვეტილება (ან მართვა), შემდგომი 

გადაწყვეტილებები უნდა წარმოადგენდეს ოპტიმა-

ლურ ქცევას, მიღებულს პირველი გადაწყვეტილე-

ბის შედეგად. ეს პრინციპი ასევე შეიძლება გამოიხა-

ტოს ასე: თუ ჩვენ არ გამოვიყენებთ საუკეთესოდ 

იმას, რაც გვაქვს, ვერ შევძლებთ შემდგომში გამოვი-

ყენოთ საუკეთესოდ ის, რაც შესაძლებელია გვქონ-

დეს მომავალში. ამ მეთოდის თავისებურება ის 

არის, რომ გადაწყვეტა იწყება ბოლოდან (მიზნი-

დან) და ეტაპობრივად მიმდინარეობს უკუმიმდევ-

რობით დასაწყისისკენ.  

  

ძირითადი ნაწილი 

როგორც სტატიის შესავალ ნაწილში აღინიშნა, 

მართვის პრობლემებს შორის განსაკუთრებით მნიშ-

ვნელოვანია იმ ობიექტების მართვა, რომლებიც შემ-

თხვევითი შეშფოთების ზეგავლენის ქვეშ იმყო-

ფებიან. ასეთ ობიექტებს სტოქასტური ობიექტები 

ეწოდება. ესენია, კერძოდ, ეკოლოგიური სისტემები. 

ზოგიერთ შემთხვევაში, ასეთი პროცესების მარ-

თვის ალგორითმების შესამუშავებლად გამოიყენე-

ბა მართვადი შემთხვევითი პროცესების თეორიის 

ზოგადი მეთოდები. ეს სტატია განიხილავს სინ-

თეზს ობიექტის მართვის ალგორითმს, რომლის 

მათემატიკური მოდელის წარმოდგენა შესაძლებე-

ლია სხვაობითი განტოლების სახით: 

𝑥(𝑛) = 𝐴(𝑢𝑛) + 𝐵(𝑢𝑛)𝑤(𝑛)                   (1) 

სადაც x(n) არის სისტემის მიმდინარე მდგომა-

რეობა; 

 un - გადაწყვეტილების მიმღების მიერ არჩეული 

მიმდინარე მართვა; 

 w(n) - შემთხვევითი შეშფოთება; 

 A და B – ზოგადად წრფივი ფუნქციები un-ის 

მიმართ. 

ამ შემთხვევაში, როდესაც პრობლემის არსი მო-

ითხოვს გადაწყვეტილებების ეტაპობრივად მიღე-

ბას, ყველაზე ეფექტური მეთოდი (როგორც მოსა-

ლოდნელია) დინამიკური დაპროგრამებაა. 
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ჩვენი მეთოდის საილუსტრაციოდ განვიხი-

ლავთ ეკოლოგიურ სისტემას, რომლისთვისაც შე-

მუშავდება სტოქასტური ოპტიმალური მართვა. 

უნდა აღინიშნოს, რომ ეკოლოგიური სისტემები 

კლასიფიცირდება, როგორც დიდი ან რთული სის-

ტემები. ეს სისტემები შედგება მრავალი ნაწილისა 

და ელემენტისგან, რომლებიც ურთიერთდაკავ-

შირებულია და ასრულებენ მრავალფეროვან ფუნქ-

ციებს. ეს კავშირები ძალიან რთული და მრავალფე-

როვანია, ამიტომ მათ აღსაწერად უპირატესობა ენი-

ჭება ტერმინს „რთული სისტემები“. თუმცა, ამ სა-

კითხთან დაკავშირებით ექსპერტების მოსაზრებე-

ბი განსხვავებულია: ზოგი „დიდ სისტემებს“ და 

„რთულ სისტემებს“ იდენტურად მიიჩნევს, ზოგი კი 

მათ განასხვავებს. მაგალითად, ითვლება, რომ სის-

ტემის ზომა ასახავს მხოლოდ მისი ელემენტების 

რაოდენობას და მათ შორის კავშირებს, ხოლო სის-

ტემის სირთულე ასევე ასახავს ამ ელემენტებისა და 

კავშირების ჰეტეროგენულობას. 

კვლევისა და ანალიზის დროს, რთული სისტემა 

იყოფა მარტივი ქვესისტემების სასრულ რაოდენო-

ბად მანამ, სანამ არ მივიღებთ სისტემის ელემენტს. 

სისტემის ელემენტად ვვარაუდობთ ობიექტს, 

რომლის დაშლაც, მოცემული ამოცანის თანახმად 

შეუძლებელია. 

ეკოლოგიური სისტემების შესწავლის ძირითა-

დი სირთულეები დაკავშირებულია მათ არასტაბი-

ლურობასთან და ბუნებრივ გარემოში მიმდინარე 

პროცესების (რომელთა კონტროლი შეუძლებელია) 

არაპროგნოზირებადობასთან. ამიტომ, პრობლემის 

გასამარტივებლად, განსახილველ სისტემას წარმო-

ვადგენთ ცალკეული ბლოკების სახით. ანუ, ჩვენ 

ვვარაუდობთ, რომ როგორღაც (არ აქვს მნიშვნე-

ლობა როგორ) სისტემა დაყოფილია ერთმანეთთან 

ურთიერთქმედებად ცალკეულ ბლოკებად. პირვე-

ლადი სისტემის მდგომარეობა დამოკიდებული იქ-

ნება თითოეული ბლოკის მდგომარეობაზე. ბლო-

კის მართვის მიზანია მათზე უარყოფითი ზემოქმე-

დების მინიმიზაცია, რის შედეგადაც მიიღწევა ეკო-

ლოგიური უსაფრთხოება. 

შემოთავაზებული მეთოდი გამოვიყენოთ ერთ 

კონკრეტულ ბლოკზე. მსგავსი გამოთვლები ძალა-

ში იქნება ყველა სხვა ბლოკისთვის. ამრიგად, ჩვენ 

განვიხილავთ ერთ კონკრეტულ ბლოკს, რომელიც 

აღწერილია მოდელით (1). რადგან მოდელი (1) შეი-

ცავს აპრიორულ გაურკვევლობას, მართვის ამოცანა 

იყოფა ორ ნაწილად მისი w(n) შეფასების (იდენტი-

ფიკაციის) და სტოქასტური ოპტიმალური მართვის 

ამოცანებად. w(n) შეფასება ხორციელდება მის შეყ-

ვანასა და გამოყვანაზე დაკვირვებით და მიღებული 

მონაცემების სტატისტიკური დამუშავებით, ანუ ამ 

მნიშვნელობის შეფასება დინამიკური მახასიათებ-

ლების მიხედვით – მათემატიკური მოლოდინით 

m(n) და დისპერსიით D(n). 

x(n) სიდიდე კონტროლირებადი ცვლადია. მისი 

სასურველი მნიშვნელობა აღინიშნება xk(n)-ით, ანუ 

ეს არის მნიშვნელობა, რომელიც ხელს უწყობს ეკო-

ლოგიური სისტემის ეფექტურ ფუნქციონირებას. 

იმის გათვალისწინებით, რომ x(n) შემთხვევითი 

ცვლადია, მართვის მიზანი ფორმულირდება ალბა-

თური ტერმინებით, მაგალითად, x(n)-ის სტანდარ-

ტული გადახრის მინიმიზაცია სასურველი მნიშვნე-

ლობიდან, ანუ ამოცანა დაიყვანება პირობითი მა-
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თემატიკური მოლოდინის {x(n) - x*(n)}2 მინიმიზა-

ციამდე, იმ პირობით, რომ n(n) და D(n) ცნობილია. 

 

 𝐼𝑛 = inf
{𝑢1…,𝑢𝑛}

𝑀{[𝑥(𝑛) − 𝑥∗(𝑛)]2/ 𝑚(𝑛), 𝐷(𝑛)} ,   (2) 

 

In არის დანაკარგების ფუნქცია n ეტაპზე. 

თუ სისტემა მუშაობს (0, T) დროის ინტერვალში, 

მაშინ (2)-ის გათვალისწინებით, საერთო დანაკარ-

გების ფუნქციას აქვს შემდეგი სახე: 

 𝐼 = inf
{𝑢1…,𝑢𝑛}

{
1

N

n=

 𝑀[𝑥1(𝑛) − 𝑥1
∗(𝑛)]2/ 𝑚(𝑛), 𝐷(𝑛).  (3)  

ამოცანაა ვიპოვოთ N ცვლადი, რომელიც მინი-

მუმამდე დაჰყავს (3). 

შევიყვანოთ ბელმანის ფუნქცია 

 

𝐼[𝜎(𝑘) = inf
{𝑢1…,𝑢𝑛}

𝑀{ ∑ 𝐼[𝜎(𝑛), 𝑢(𝑛)]},

𝑛=𝑘

 

სადაც  

 𝐼[𝜎(𝑛), 𝑢(𝑛) = 𝑀{[𝑥 (𝑛) − 𝑥∗ (𝑛)]2/𝜎(𝑛)},  

( )
( )

( )

m n
n

D n


 
=  
 

. 

 დინამიკური დაპროგრამების ალგორითმს აქვს 

შემდეგი სახე: 

 𝐼[𝜎(𝑛) = inf
𝑢𝑛

𝑀 𝐼 [𝜎(𝑛), 𝑢(𝑛)] + 𝑇(𝑢𝑛)] 𝐼[𝜎(𝑛 + 1)]}. 

 შეზღუდული პირობის შემთხვევაში  

𝐼[𝜎 ̅(𝑁) = inf
𝑢𝑛

𝐼[𝜎 ̅(𝑁), 𝑢𝑁)], 

აქ ოპერატორი 

𝑇(𝑢𝑁)𝐼[𝜎(𝑛 + 1)] = 

= ∫ 𝐼[𝜎(𝑛 + 1)
∞

−∞
𝑃{𝜎 (𝑛 + 1)/ 𝜎(𝑛), 𝑢𝑛}𝑑𝜎(n+1), 

I [  (N) ], I[  (N-1) ],… თანამიმდევრულად, 

ვიპოვით მართვებს 

𝑢𝑁 = 𝑢 [𝜎(𝑁 − 1)], 𝑢𝑁−1 = 

= 𝑢 [𝜎(𝑁 − 2)], 𝑢1 = 𝑢 [𝜎(0)]. 

გავითვალისწინეთ, რომ ჯერ უნდა ვიპოვოთ 

მართვის მნიშვნელობები, რომლებიც ამცირებენ ხა-

რისხის კრიტერიუმს ბოლო ნაბიჯისთვის. 

შედეგად მიღებული ოპტიმალური ალგორითმი 

უზრუნველყოფს ეკოლოგიური სისტემის ეფექტურ 

მართვას.  

როგორც არაერთხელ აღინიშნა, პრაქტიკაში სა-

ჭირო ინფორმაცია სრულად ან ნაწილობრივ არ არ-

სებობს, რაც სერიოზულ დაბრკოლებებს ქმნის ეკო-

ლოგიური სისტემების შესწავლაში. შემოთავაზე-

ბული ალგორითმი გადალახავს საჭირო ინფორმა-

ციის ნაკლებობას არსებული ინფორმაციის სრული 

და მოქნილი გამოყენებით. უფრო მეტიც, ძალიან 

შეზღუდული ინფორმაციის პირობებშიც კი ეს მიდ-

გომა მნიშვნელოვნად აუმჯობესებს ეკოლოგიური 

სისტემის აღწერას.  

მასალის პრეზენტაცია საშუალებას მოგვცემს 

დავინახოთ მათემატიკოსების ადგილი ეკოლოგიუ-

რი სისტემების ეფექტურ ფუნქციონირებასთან და-

კავშირებული პრობლემების გადაჭრაში.  

 

დასკვნა 

გარემოს დაცვის პრობლემა ყოველწლიურად 

სულ უფრო აქტუალური ხდება. ის მკვლევრებისგან 

მოითხოვს რთული ეკოლოგიური სისტემების შეს-

წავლას. ადამიანის გარემოსთან ურთიერთქმედების 

პრობლემა, ანუ მთლიანად საზოგადოების სტაბი-

ლურობის შენარჩუნების პრობლემა, დაკავშირებუ-

ლია გარემოსდაცვითი პროცესების მართვისას სწო-

რი გადაწყვეტილებების მიღების აუცილებლობას-

თან. მათემატიკოსები გადამწყვეტ როლს ასრულე-

ბენ ამ პროცესების შესწავლაში. 
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ეს სტატია ნათელი მაგალითია, თუ როგორ გა-

მოვიყენოთ თანამედროვე მათემატიკური მეთოდე-

ბი პრაქტიკული გარემოსდაცვითი პრობლემების 

გადასაჭრელად. ეკოლოგიური სისტემების ოპტი-

მალური მართვისადმი წარმოდგენილი მიდგომა 

შეიძლება გამოყენებულ იქნეს, როგორც მეთოდო-

ლოგიური საფუძველი შესაბამისი გამოთვლითი 

ალგორითმების შემუშავებისთვის. ეს მეთოდი გან-

კუთვნილია უმაღლესი მათემატიკის ელემენტების 

მცოდნე პირებისთვის. სხვა წინასწარი ცოდნა არ 

არის საჭირო. 
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Abstract. It is clear that the driving forces behind the flourishing of any branch of mathematics can be, on the 

one hand, the demands of the natural sciences, engineering, economics, ecology, and various applied fields, as well 

as the needs of mathematics itself—namely, the desire to solve difficult (complex) new problems. Issues of 

mathematical programming, optimization, and control have come to the forefront of modern mathematics due to 

the needs of such applications as economic and environmental management, the regulation of automatic technical 

devices, the recognition of signals or moving objects, and much more. 

These are processes whose course may vary and depend on chance, with the probability of a particular course 

being defined. In other words, this is a situation where there is a complete or partial lack of information about the 

possible state of the system and the external environment. Such random (probabilistic) processes are called stochastic 

processes. A classic example of such a situation is the management of various ecological systems subject to random 

disturbancesn Resume:  
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  x  ( n ) = A  (   u  n ) + B  (   u  n ) w  ( n )


    I  n =    inf  {   u 1 … ,   u  n } M {    [ x  ( n ) −   x ∗  ( n ) ] 2 / ⁡  m  ( n ) ,   D ( n ) }


  I =    inf  {   u 1 … ,   u  n } ⁡  {   ⁡ 


  I [   𝜎 - ( k ) =    inf  {   u 1 … ,   u  n } M { ⁡    ∑  n = k  I [   𝜎 -  ( n ) ,   u  ( n ) ] } ,


  I [   𝜎 -  ( n ) , u ( n ) = M {   [   x   ( n ) −   x  ∗  ( n ) ] 2


    𝜎 - ( n ) }


  I [   𝜎 - ( n ) =    inf    u  n ⁡  M   I    [   𝜎 -  ( n ) ,   u  ( n ) ] + T (   u  n ) ]   I [   𝜎 - ( n + 1 ) ] }


  I [   𝜎   - ( N ) =    inf    u  n ⁡  I [   𝜎   -  ( N ) ,   u  N ) ]


  T  (   u  N ) I  [   𝜎 -  ( n + 1 ) ] =


  


    u  N = u    [   𝜎 -  ( N − 1 ) ] ,     u  N − 1 =

