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ანოტაცია. მსოფლიოში ბოლო ათწლეულების 

განმავლობაში ინტენსიურად მიმდინარეობს ზღვებსა 

და ოკეანეებში არსებული გაზისა და ნავთობის 

საბადოების კვლევა. 1993-1994 წლებში უკრაინის 

სამეცნიერო-კვლევითი გემის, „პროფესორ ვოდია-

ნიცკის“ ექსპედიციის ფარგლებში საქართველოს შავი 

ზღვის შელფში შეისწავლეს ზღვის ფსკერიდან 

გაზშემოდინების წერტილები და განახორციელეს 

ექსპედიციის დროს მიღებული შედეგების ეკოლო-

გიური კუთხით კვლევა. ანალიზმა გამოავლინა ის 

საშიშროებები, რომლებიც შეიძლება გამოიწვიოს რე-

გიონში აღმოჩენილმა გაზის ამოფრქვევამ. მოცემუ-

ლია და გაანალიზებული: აჭარის სანაპირო შელფის 

რუკა მასზე დატანილი გაზგამოვლინების წერტილე-

ბით; მსგავსი გაზშემოდინების ადგილები შავი ზღვის 

ყირიმის სანაპიროზე; კასპიის ზღვაში გაზის ამოფრქ-

ვევის შედეგები; გაზის ამოფრქვევის შემთხვევაში 
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ზღვის სიღრმეში არსებული გოგირდწყალბადის ფე-

ნის ზღვის ზედა ფენებში ამოტანის შედეგად გამოწ-

ვეული ეკოლოგიური ცვლილებების ხასიათი.  

 

საკვანძო სიტყვები: გაზშემოდინების წერტი-

ლები; გოგირდწყალბადის ფენა; ეკოლოგიური 

ცვლილებები; რღვევის ხაზები. 

 

შესავალი 

შავი ზღვის ფლოტის ჰიდროგრაფიული სამმართ-

ველოს 1927 წლის მონაცემებში აღწერილია ყირიმის 

სანაპიროზე მიწისძვრის დროს მომხდარი გაზის 

ამოფრქვევა, რომლის სიგრძე 1 მილი იყო და ალის 

სიმაღლე 500 მეტრს შეადგენდა. მიწისძვრა 11-ჯერ 

გამეორდა და გაზის ამოფრქვევა ყველა შემთხვევაში 

თითქმის ერთნაირი სიმძლავრისა და მსგავსი ხასია-

თის იყო. 1989 წლამდე აღნიშნულ შემთხვევას მია-

წერდნენ ზღვის ქვედა ფენებში გახსნილი გოგირდ-

წყალბადის გამოყოფას, მაგრამ უკრაინელი მეც-

ნიერების 1989 წლის გამოკვლევებმა [1] აჩვენა, რომ 

ადგილი ჰქონდა ბუნებრივი გაზის ამოფრქვევას. 

ნავთობისა და გაზის საბადოების არსებობას 

გეოლოგები უკავშირებენ როგორც კონტინენტურ, 

ისე ადგილობრივი რღვევის ხაზებს, რადგან საბა-

დოების 75% რღვევის ხაზებთან არის განლაგებუ-

ლი [2]. ტექტონიკური ძვრების შედეგად რღვევის 

ხაზებზე წარმოიქმნება ნაპრალები, საიდანაც გაზი 

ხშირად ამოდის. 

1993-1994 წწ-ში უკრაინის მეცნიერებათა აკადე-

მიის სამხრეთი ზღვების ინსტიტუტის საკვლევი გე-

მით, უკრაინელ კოლეგებთან ერთად, ქართველმა 

მეცნიერებმა – გ. ტყეშელაშვილმა, შ. მესტვირიშვილ-

მა და სხვებმა ჩაატარეს საქართველოს ტერიტორიუ-

ლი წყლების გამოკვლევა – ფოთიდან თურქეთის 

საზღვრამდე. გამოკვლევისას აღმოჩნდა უამრავი 

გაზშემოდინების წერტილი (სურ. 1, 2), რომლებიც 

ყირიმთან აღმოჩენილი გაზშემოდინების ანალო-

გიურია [3]. კვლევამ აჩვენა, რომ გაზის გამოვლინე-

ბის ადგილების განლაგება წრფივი ხასიათისაა, რაც 

ადგილობრივი რღვევის ხაზებს უკავშირდება.  

ამავე პერიოდში, 1994 წელს, შავ ზღვაში, ყირი-

მის სანაპიროსთან, კონტინენტურ ფერდობზე, საკვ-

ლევი გემი „გელენჯიკის“ ექსპედიციამ, ღრმა-

წყლოვანი გვერდითი მიმოხილვის მქონე ბუქსი-

რებადი ლოკატორის მეშვეობით, აღმოაჩინა პარა-

ლელური ტექტონიკური ბზარებიდან ამომავალი 

დიდი მოცულობის გაზის ნაკადები [4]. 
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სურ. 1. აჭარის სანაპირო შელფში გაზგამოვლინების წერტილები 

 

 

 
 

სურ. 2. პოლიგონზე N2 გაზგამოვლინების წერტილები 
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გაზის ამოფრქვევას ხშირად აქვს ადგილი კასპიის 

ზღვის აკვატორიაშიც [5], სადაც დაფიქსირებულია 

200-მდე ტალახის ვულკანი. თითოეულის ამოქმე-

დებისას ატმოსფეროში მყის ამოიფრქვევა საშუა-

ლოდ 300–500 მლნ. მ3 გაზი. მაგალითად, გ. ტამრა-

ზიანი აღწერს 1958 წლის 15 ნოემბერს აპშერონის 

ნახევარკუნძულის მაკაროვის თავთხელზე 300 მლნ. 

მ3 გაზის ამოფრქვევას. გაზი იწვოდა, ალის დიამეტ-

რი 120 მეტრს შეადგენდა, ხოლო სიმაღლე 500 მეტრს 

აღწევდა. ამავე რაიონში დაფიქსირებული გაზის 

ამოფრქვევიდან ყველაზე მასშტაბური იყო 1947 წ. 

ტორაგაის (495 მლნ. მ3 გაზი) და 1965 წ. ოტმან-

ბოზდაგის (450 მლნ. მ3 გაზი) ვულკანებიდან გაზის 

ამოფრქვევა. აპშერონის ნახევარკუნძულზე დღესაც 

ხშირია მოქმედი ტალახის ვულკანებიდან მასშტა-

ბური გაზის ამოფრქვევა. აღნიშნულ მოვლენებს ვ. 

გორინი და ა. ბუნიათ-ზადე უკავშირებენ ტექტონი-

კურ ძვრებს, რომელიც შეიძლება მოხდეს ნებისმიერ 

დროს ნებისმიერ რეგიონში. 

  

ძირითადი ნაწილი 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, გაზი შეიძლება ამო-

იტყორცნოს ზღვებსა და ოკეანეებში რღვევის ხა-

ზებისა და ტალახის ვულკანების გააქტიურებით, რაც 

ძირითადად სეისმური ძალების მოქმედებით ხდება. 

 გაზი, რომელიც გამოიტყორცნება ზღვის ფსკე-

რიდან, ძირითადად ბუშტებად ნაწევრდება და 

წყლის მასაში ირევა. ვინაიდან ბუშტებისა და 

წყლის ნარევის სიმკვრივე ნაკლებია მის გარშემო 

წყლის სიმკვრივეზე, ის წყალთან ერთად იწყებს 

ვერტიკალურად მოძრაობას ამომგდები ძალის მოქ-

მედებით. წყლისა და გაზის ნარევის საერთო სიმკვ-

რივე (𝜌ს) გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

  𝜌ს = 𝑛𝜌წ + (1 − 𝑛)𝜌გ, (1) 

სადაც 𝑛 არის მოცულობის წილი წყლის ნარევში; 𝜌წ  

და 𝜌გ – შესაბამისად, წყლისა და გაზის სიმკვრივე. 

გაზისა და წყლის ნარევი მიემართება ვერტი-

კალურად ზემოთ (ერლიფტის ეფექტი), მისი 

სიჩქარე თანდათან იზრდება ზღვის დონის მიღ-

წევამდე, შემდეგ ხდება მათი სეპარაცია. სეპარაციის 

შემდეგ გაზის სავარაუდო მოქმედების შედეგი 

მოცემულია შ. მესტვირიშვილის ნაშრომში [6]. 

აღნიშნულმა ნაკადმა შეიძლება წარმოქმნას 

ბრტყელი ან რგოლური ჭავლი. ბრტყელი ჭავლი 

წარმოიქმნება მაშინ, თუ გაზი რღვევის ხაზის გახს-

ნისას გრძივი ნაპრალიდან ამოიფრქვევა, ხოლო 

რგოლური – ტალახის ვულკანის გაქტიურებით გა-

მოწვეული ამოფრქვევისას. გამოკვლევაში ძირითა-

დად განვიხილავთ გაზის ხაზოვან ამოფრქვევას, 

რომელიც წარმოქმნის ბრტყელ ჭავლს. ბრტყელი 

ჭავლის სიგრძე შეიძლება კილომეტრსაც აღემატე-

ბოდეს (მაგ., ყირიმის სანაპიროსთან 1927 წლის 

გაზის ამოფრქვევისას), გავრცელების მანძილი კი 

ამოფრქვევის წერტილიდან ზღვის დონემდე მანძი-

ლის ტოლი იყოს (თუ გაზი არ იხსნება წყალში სრუ-

ლად). გაზისა და წყლის ნარევზე მოქმედი წნევათა 

სხვაობა გამოისახება შემდეგნაირად: 

 ∆𝑃 = ൫𝜌წ − 𝜌ს൯𝐻g, (2) 

სადაც ∆𝑃 არის წნევათა სხვაობა; 𝐻 – გაზისა და 

წყლის ნარევის სვეტის სიმაღლე; g – თავისუფალი 

ვარდნის აჩქარება. 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, გაზის ხაზოვანი ამო-

ფრქვევის დროს წარმოიქმნება ბრტყელი ჭავლი, რო-

მელიც, კლასიკური თავისუფალი ჭავლის მსგავსად, 

მხოლოდ გვერდების მიმართულებით ფართოვდება, 

სიგრძის მიმართულებით გაფართოება კი უმნიშვნე-
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ლოა. კლასიკური თავისუფალი ჭავლის გვერდების 

მიმართულებით გაფართოება ჭავლის გადაადგილე-

ბის მიმართულების პროპორციულია [7]: 
௕

௛
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 

სადაც b არის ჭავლის ნახევარსიგანე; h – მანძილი 

ჭავლის დასაწყისიდან (პოლუსიდან) მოცემულ 

წერტილამდე.  

აღნიშნულ პირობას მკაცრად არ ეთანადება გან-

ხილული შემთხვევა, რადგან ჭავლის გაფართოების 

მიზეზი, ჩვენ შემთხვევაში, გარშემო სითხის წატა-

ცების გარდა, ბუშტების გაფართოებაცაა, რომლებიც 

ჭავლის აღმავალი დინების დროს ფართოვდება ჰიდ-

როსტატიკური წნევის შემცირების შედეგად. ბუშტე-

ბის გაფართოება, გარდა ჭავლის საზღვარის გაზრდი-

სა, ამცირებს წყლისა და გაზის ნარევის სიმკვრივეს, 

რაც, თავის მხრივ, ზრდის ნაკადში ამწევ ძალასა და 

ნაკადის სიჩქარეს. გაზის ბუშტების ზრდა შეიძლება 

ბოილ-მარიოტის ფორმულით გამოითვალოს, რად-

გან პროცესი იზოთერმულთან მიახლოებულია: 

 𝐾𝑃଴ა𝑉଴ = 𝑃௛ა𝑉௛,  (3) 

სადაც 𝑃଴ა არის გაზის აბსოლუტური წნევა 

ზღვის ფსკერზე; 𝑉଴– გაზის მოცულობა ფსკერზე; 

𝑃௛ა – აბსოლუტური წნევა ზღვის h სიმაღლეზე; 𝑉௛– 

გაზის მოცულობა ფსკერიდან h სიმაღლეზე; 𝐾– 

გაზის კუმშვის კოეფიციენტი. 

ფორმულაში (3) წნევა შეიძლება გამოვსახოთ 

წყლის სვეტის მეშვეობით:  

10𝑉௛𝜌g = (10 + ℎ)𝐾𝑉଴𝜌g 

ან 

 𝑉௛ =
(ଵ଴ା௛)௄௏బ

ଵ଴௏೓
.   (4) 

როგორც ფორმულიდან ჩანს, გაზის მოცულობა 

წრფივი კანონით იზრდება, ამიტომ მან დიდი 

ცვლილება არ უნდა გამოიწვიოს ჭავლის გაფარ-

თოებისას. მაგრამ, ამ დროს ჭავლის გაფართოების 

მიმართულებით წარმოიშობა ძალა, რომელიც შე-

მოგარენ ჰიდროსფეროში წარმოქმნის ტალღებს. 

ტალღები ვრცელდება ჭავლის გვერდების პერპენ-

დიკულარულად ორივე მხარეს. ისინი გრძივი მო-

ცულობითი ტალღებია (მსგავს ტალღებს ადგილი 

აქვს ცუნამის დროსაც). ჭავლის აღმავალი დინების 

დროს მასზე მოქმედებს კორიოლისის ძალაც, 

რომელიც ყოველთვის მიმართულია აღმოსავლე-

თით, ეს კი იწვევს ჰიდროსფეროში საპირისპირო 

მიმართულებით მოქმედ ძალას, რომელიც ჭავლის 

გაფართოებით გამოწვეულ ძალასთან იკრიბება. 

ჭავლზე მოქმედი კორიოლისის ძალის სიდიდე 

დამოკიდებულია იმაზე, თუ რომელ პარალელზეა 

ან რა კუთხით არის მისდამი მიმართული ჭავლი.  

 აღსანიშნავია ის ფაქტიც, რომ თითქმის ყველა 

ზემოთ განხილულ შემთხვევაში, წვადი გაზის 

ამოფრქვევისას ხდება გაზის აალება. ოკეანოლოგ მ. 

ვინოგრადოვის აზრით, გაზის აალებას იწვევს 

გაზში არსებული ფოსფიდის მოლეკულები, რომ-

ლებიც ჰაერში მოხვედრისას იწვის. 

განსაკუთრებით აღსანიშნავია ის ფაქტი, რომ შავ 

ზღვაში 100 მეტრის ქვემოთ წყალში გახსნილია გო-

გირდწყალბადი. დიდი რაოდენობით გოგირდწყალ-

ბადის ზღვის ზედა ფენებში მოხვედრა სავალალო 

შედეგს გამოიწვევს: გაწყდება ზღვაში არსებული 

ცოცხალი ორგანიზმები, რაც კატასტროფულად იმო-

ქმედებს ზღვის სანაპირო ზოლზე და საერთოდ ეკო-

ლოგიაზე. რაც უფრო მეტი სიღრმიდან მოხდება გა-

ზის ამოფრქვევა, მით მეტ გოგიდწყალბადიან წყალს 

ამოიტანს იგი ზღვის ზედაპირზე.  
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დასკვნა 

1993 - 1994 წლებში შავ ზღვაში ჩატარებული 

გამოკვლევები ცხადყოფს, რომ 400 მეტრის ქვემოთაც 

აქვს ადგილი გაზშემოდინებებს, რომელთა არეალი 

ბევრად აღემატება გოგირდწყალბადის გავრცელე-

ბის ზონას. აღნიშნულიდან გამომდინარეობს, რომ 

ტექტონიკური აქტივობის შემთხვევაში საქართვე-

ლოს შავი ზღვის შელფში გაზმა ამოფრქვევისას შე-

იძლება დიდი რაოდენობით გოგირდწყალბადიანი 

წყალი ამოიტანოს ზღვის ზედა ფენაში, რაც დაარღ-

ვევს ეკოლოგიურ წონასწორობას რეგიონში როგორც 

ზღვაში, ისე მის სანაპირო ზოლში. 

ქვეყნის ეკოლოგიური და ეკონომიკური უსა-

ფრთხოების მიზნით საჭიროა სტრატეგიულად მნი-

შვნელოვანი ამოცანების გადაწყვეტა. მათ შორის:  

 გაზის ამოფრქვევის წარმოქმნის მიზეზების 

ღრმა კვლევა; 

 ეკოსისტემისთვის ბუნებრივი საფრთხის შემ-

ცველი გაზშემოდინების ადგილების გამოვ-

ლენის ტექნოლოგიების შემუშავება და დახ-

ვეწა; 

 ამოფრქვეული გაზის შედგენილობის შეს-

წავლა; 

 მიმდებარე ტერიტორიებზე ეკოლოგიური 

მდგომარეობის მუდმივი კონტროლი.  
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Abstract. Over the recent decades, gas and oil fields have been intensively explored in the seas and oceans of the 

world. As part of the expedition of the Ukrainian research ship "Professor Vodyanitsky", gas flows from the bottom 
of the Black sea of the continental shoal located on the territory of Georgia were studied. In this article, we conducted 
an environmental study of the results obtained during the expedition. The analysis revealed the dangers that gas 
emissions found in this region may pose. The article presents map of the coastal shelf of Adjara with gas release 
points; Similar places of gas emissions on the black sea coast of Crimea are discussed; The results of gas extraction in 
the Caspian sea are presented; The nature of environmental changes caused by the removal of a layer of hydrogen 
sulfide from the sea depths to the upper layers of the sea during a gas eruption is analyzed. Resume:  

 

Key words: gas release points; fault lines; hydrogen sulfide layer; environmental changes.  

 
 



გარემოთმცოდნეობა – Environmental Science – Наука об окружающей среде 

 

_____________________________________ 
ISSN 1512-0996  სტუ-ის შრომები – Works of GTU – Труды ГТУ 
www.shromebi.gtu.ge 201  №2 (520), 2021 

UDC 553.981 
SCOPUS CODE 2301 
https://doi.org/10.36073/1512-0996-2021-2-194-201 

Выделение газов в морях и океанах 
 

Шота 
Мествиришвили 

Департамент водоснабжения, водоотведения, теплогазоснабжения и инженерного 
оснащения зданий, Грузинский технический университет, Грузия, 0160, Тбилиси, 
ул. М. Костава, 68б 
E-mail: shotamestvirishvili11@gmail.com 

Ирина Денисова Департамент водоснабжения, водоотведения, теплогазоснабжения и инженерного 
оснащения зданий, Грузинский технический университет, Грузия, 0160, Тбилиси, 
ул. М. Костава, 68б 
E-mail: i.denisova@gtu.ge 

Александре 
Бабунашвили 

Департамент водоснабжения, водоотведения, теплогазоснабжения и инженерного 
оснащения зданий, Грузинский технический университет, Грузия, 0160, Тбилиси, 
ул. М. Костава, 68б 
E-mail: a.babunashvili@yahoo.com 

 
 

Рецензенты: 
О. Гиоргобиани, академический доктор, профессор строительного факультета ГТУ 
E-mail: o.giorgobiani@gtu.ge  
М. Кодуа, академический доктор, профессор строительного факультета ГТУ 
E-mail: m.kodua@gtu.ge  
  

 
Аннотация. В течение последних десятилетий в морях и океанах мира интенсивно проводятся исследо-

вания месторождений газа и нефти. В 1993-94 гг. в составе экспедиции украинского научно-исследователь-
ского корабля «Профессор Водяницкий» изучались истечения газа со дна Черного моря материковой отмели 
находящейся на территории Грузии. В данной статье мы провели экологическое исследование результатов, 
полученных в ходе экспедиции. Анализ выявил опасности, которые могут представлять выделения газа, 
обнаруженные в этом регионе. В статье представлены: карта прибрежного шельфа Аджарии с точками 
газовыделений; Обсуждаются аналогичные места газовыделений на Черноморском побережье Крыма; При-
ведены результаты выделения газа в Каспийском море; Проанализирован характер экологических изменений, 
вызванных выносом слоя сероводорода из морских глубин в верхние слои моря при извержении газа.  

 

Ключевые слова: точки газовыделений; линии разрыва; сероводородный слой; экологические из-
менения. 
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Abstract. We consider the statics case of the theory 
of linear thermoelasticity with microtemperatures and 
microstrech materials. The representation formula of 
differential equations obtained in the paper is expressed 
by the means of four harmonic and four metaharmonic 
functions. These formulas are very convenient and useful 
in many particular problems for domains with concrete 
geometry. Here we demonstrate an application of these 
formulas to the III type boundary value problem for a 
half-space. Uniqueness theorems are proved. Solutions are 
obtained in quadratures.  

2010 Mathematics Subject Classification. 74A15, 
74B10, 74F20. 
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perature; microstretch; thermoelasticity.  
 

Introduction. One of the basic methods solving 
three-dimensional problems of rigid deformable bodies 
is the Fourier method, which is based on the solution of 
differential equations of a given model by the method of 
separation of variables in a certain system of curvilinear 
coordinates. In case the construction of system of 
differential equations turns out complicated, its solution 
can be represented by a simple solution of Laplace and 
Helmholtz equations. Representations proposed by 
W.Kelvin, J.Hadamard, J.Boussinesq, M.papkovich, 
G.Neuber, E.Trefftz, G.Kolosow, N.Muskhelishvili and 
other authors are well known in the literature. 

Mathematical models describing the chiral properties 
of the linear thermoelasticity with microtemperatures 
materials have been proposed by Iesan and recently it 
has been extended to a more general case, when the 
material points admit micropolar structure. In the 
representation and Fourier transforms we study the 
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boundary value problems of statics of the thermoelasti-
city with microtemperatures for a half-space 𝑥ଷ > 0. For 
a wider overview of the subject concerning different 
areas of applications we refer to the references J.Barber 
[1], M.Basheleishvili, L.Bitsadze [2], [3], D.Burchuladze, 
M.Kharashvili, K.Skhvitaridze [4], P.Cass, R.Quintanila 
[5], L.Giorgashvili, K.Skhvitaridze, M.Kharashvili [6], 
L.Giorgashvili, Sh.Zazashvili, R.Meladze [7], L. Gior-
gashvili, D.Metreveli [8], R.Kumar, T.Chadha [10], 
H.Sherief, H.Saleh [12], B.Singh, R.Kumar [13],  

K.Skhvitaridze,  M.Kharashvili [14],  M.Svanadze [15]  
and the references therein. 

 
Main part 
 Basic equations and auxiliary theorems 
The system of equations of statics in the linear theory 

of thermoelasticity of the microstretch materials with 
microtemperatures is written in the form 

 

 

 𝜇𝛥𝑢(𝑥) + (𝜆 + 𝜇)graddiv𝑢(𝑥) + 𝜂grad𝑣(𝑥) + 𝛾grad𝜃(𝑥) = 0,  (2.1) 

 𝜘଺𝛥𝑤(𝑥) + (𝜘ସ + 𝜘ହ)graddiv𝑤(𝑥) − 𝜘ଷgrad𝜃(𝑥) + 𝜘ଶ𝑤(𝑥) = 0,  (2.2) 

 𝜘𝛥𝜃(𝑥) + 𝜘ଵdiv𝑤(𝑥) = 0,   (2.3) 

 𝜂ଵ𝛥𝑣(𝑥) − 𝜂div𝑢(𝑥) − 𝜘଻div𝑤(𝑥) + 𝛾ଵ𝜃(𝑥) − 𝜂ଶ𝑣(𝑥) = 0,   (2.4) 

where 𝛥 is three-dimensional Laplace operator, 𝑢 = (𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷ)ୃ is the displacement vector, 𝑤 = (𝑤ଵ, 𝑤ଶ, 𝑤ଷ)ୃ 

is the microtemperature vector, 𝜃 is the temperature measured from the constant absolute temperature 𝑇଴,   (𝑇଴ >

0), 𝑣 is the microstretch, ⊤ is the transposition symbol, 𝜆,  𝜇,  𝛾, 𝛾ଵ 𝜂, 𝜂ଵ,  𝜘, 𝜘௝,   𝑗 = 1,2, … ,7 are constitutive coef-

ficients, satisfying the conditions  

𝜇 > 0,   3𝜆 + 2𝜇 > 0,   3𝜘ସ + 𝜘ହ + 𝜘଺ > 0,  𝜘଺ + 𝜘ହ > 0,  𝜘଺ − 𝜘ହ > 0,

(𝜘ଵ + 𝑇଴𝜘ଷ)ଶ < 4𝑇଴𝜘𝜘ଶ,   𝛾 > 0,  𝜂ଶ(3𝜆 + 2𝜇) − 3𝜂ଶ > 0,  𝜂ଵ > 0
 

Assume that 𝑈 = (𝑢, 𝑤, 𝜃, 𝑣)ୃ. The stress vector, which we denote by the symbol 𝑃(𝜕, 𝑛)𝑈, has the form 

𝑃(𝜕, 𝑛)𝑈 = (𝑃(ଵ)(𝜕, 𝑛)𝑈′, 𝑃(ଶ)(𝜕, 𝑛)𝑊, 𝑃(ଷ)(𝜕, 𝑛)𝑈″, 𝑃(ସ)(𝜕, 𝑛)𝑈‴)ୃ 

where 𝑈′ = (𝑢, 𝜃, 𝑣)ୃ, 𝑈″ = (𝑤, 𝜃)ୃ, 𝑈‴ = (𝑤, 𝑣)ୃ, 𝑛 = (𝑛ଵ, 𝑛ଶ, 𝑛ଷ)ୃ is the unit vector, 

𝑃(ଵ)(𝜕, 𝑛)𝑈′ = 𝑇(ଵ)(𝜕, 𝑛)𝑈′ + (𝜂𝑣 − 𝛾𝜃)𝑛,

𝑃(ଶ)(𝜕, 𝑛)𝑤 = (𝜘ହ + 𝜘଺)
𝜕𝑤

𝜕𝑛
+ 𝜘ସ𝑛div𝑤 + 𝜘ହ[𝑛 × rot𝑤],

𝑃(ଷ)(𝜕, 𝑛)𝑈″ = 𝜘
𝜕𝜃

𝜕𝑛
+ 𝜘ଵ(𝑛 ⋅ 𝑤),

𝑃(ସ)(𝜕, 𝑛)𝑈‴ = 𝜂ଵ

𝜕𝑣

𝜕𝑛
+ 𝜘଻(𝑛 ⋅ 𝑤),

𝑇(ଵ)(𝜕, 𝑛)𝑢 = 2𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ 𝜆𝑛div𝑢 + 𝜇[𝑛 ⋅ rot𝑢],

 

డ

డ௡
 is the derivative along the vector 𝑛. The symbol (⋅) and [×] denote the scalar and vector products of two 

vectors in ℝଷ. 

Definition. The vector 𝑈 = (𝑢, 𝑤, 𝜃)ୃ is assumed to be regular in a domain 𝛺 ⊂ ℝଷ  if       𝑈 ∈ 𝐶ଶ(𝛺) ∩ 𝐶ଵ(𝛺). 

Theorem 1.  A vector 𝑈 = (𝑢, 𝑤, 𝜃, 𝑣)ୃ is a solution of system (2.1)-(2.4) in a domain      𝛺 ⊂ ℝଷ, if and only if it 

is represented in the form   
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𝑢(𝑥) = 𝛼ଵ𝑐
௫

|௫|
+ grad𝛷ଵ(𝑥) + 𝛼ଶ𝑥ଷgrad𝛷ଶ(𝑥) − 𝑒ଷ𝛷ଶ(𝑥) +

                            + rot൫𝑒ଷ𝛷ଷ(𝑥)൯ − 𝛼ଷ𝑥ଷgrad𝛷ସ(𝑥) + 𝑎ଷgrad𝛷ହ(𝑥) − 𝜂grad𝛷଼(𝑥),

𝑤(𝑥) = grad ቂ2𝛼ସ
௖

|௫|
+ 𝛼ସ

డఃర(௫)

డ௫య
+ 𝛼ହ𝛷ହ(𝑥)ቃ +

+rotrot൫𝑒ଷ𝛷଺(𝑥)൯ + rot൫𝑒ଷ𝛷଻(𝑥)൯,

𝜃(𝑥) = 2
௖

|௫|
+

డఃర(௫)

డ௫య
+ (𝜆 + 2𝜇)𝜆ଵ

ଶ𝛷ହ(𝑥),

𝑣(𝑥) = 2𝑎ଵ
௖

|௫|
+ 𝑎ହ

డఃమ(௫)

డ௫య
+ 𝑎ସ

డఃర(௫)

డ௫య
+ 𝑎ଶ𝛷ହ(𝑥) + (𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ

ଶ𝛷଼(𝑥),

 (2.5) 

 where 𝑐 is arbitrary constant 𝛥𝛷௝(𝑥) = 0,  

𝑗 = 1,2,3,4 
                                   (𝛥 − 𝜆ଵ

ଶ)𝛷ହ(𝑥) = 0,  (𝛥 − 𝜆ଶ
ଶ)𝛷௝(𝑥) = 0,   𝑗 = 6,7,

(𝛥 − 𝜆ଷ
ଶ)𝛷଼(𝑥) = 0,

 

𝜆ଵ
ଶ =

𝜘𝜘ଶ − 𝜘ଵ𝜘ଷ

𝜘𝑙଴

> 0,   𝑙଴ = 𝜘ସ + 𝜘ହ + 𝜘଺,    𝜆ଶ
ଶ =

𝜘ଶ

𝜘଺

> 0,

𝜆ଷ
ଶ =

𝜂ଶ(𝜆 + 2𝜇) − 𝜂ଶ

𝜂ଵ(𝜆 + 2𝜇)
> 0,   𝛼ଵ =

𝛾𝜂ଶ − 𝜂𝛾ଵ

𝜂ଶ(𝜆 + 2𝜇) − 𝜂ଶ
,    𝛼ଶ =

𝜂ଶ − (𝜆 + 𝜇)𝜂ଶ

𝜂ଶ − (𝜆 + 3𝜇)𝜂ଶ

,

𝛼ଷ =
𝜂ଶ𝛾 − 𝜂𝛾ଵ

𝜂ଶ − (𝜆 + 3𝜇)𝜂ଶ

,    𝛼ସ = −
𝜘ଷ

𝜘ଶ

,    𝛼ହ = −
𝜘(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଵ

ଶ

𝜘ଵ

,

𝑎ଵ =
(𝜆 + 2𝜇)𝛾ଵ − 𝛾𝜂

𝜂ଵ(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ ,    𝑎ଶ =

𝜆ଵ
ଶ(𝜆 + 2𝜇)

𝜂ଵ(𝜆ଷ
ଶ − 𝜆ଵ

ଶ)
൬

𝛾ଵ(𝜆 + 2𝜇) − 𝛾𝜂

𝜆 + 2𝜇
+

𝜘𝜘଻

𝜘ଵ

𝜆ଵ
ଶ൰ .

𝑎ଷ = 𝛾 −
𝜂

𝜆ଵ
ଶ(𝜆 + 2𝜇)

𝑎ଶ,    𝑎ସ = 𝑎ଵ +
𝜇𝜂𝛼ଷ

𝜂ଶ − (𝜆 + 2𝜇)𝜂ଶ

,    𝑎ହ =
2𝜇𝜂

𝜂ଶ(𝜆 + 3𝜇) − 𝜂ଶ

 

Proof. Assume that the vector 𝑈 = (𝑢, 𝑤, 𝜃, 𝑣)ୃ is a solution of system (2.1)-(2.4).  From (2.2)-(2.3),  we obtain 

𝛥(𝛥 − 𝜆ଵ
ଶ)𝜃(𝑥) = 0,   𝜆ଵ

ଶ = (𝜘𝜘ଶ − 𝜘ଵ𝜘ଷ)/𝜘𝑙଴ > 0, 

from these equations we get 

 𝜃(𝑥) = 2
௖

|௫|
+

డఃర(௫)

డ௫య
+ (𝜆 + 2𝜇)𝜆ଵ

ଶ𝛷ହ(𝑥), (2.6) 

where 𝑐 is arbitrary constant, 𝛥𝛷ସ(𝑥) = 0,  (𝛥 − 𝜆ଵ
ଶ)𝛷ହ(𝑥) = 0. 

Substituting the value of 𝜃(𝑥) from (2.6) and div𝑤(𝑥) = −
త

తభ
𝛥𝜃(𝑥) into equation (2.2), we obtain 

  2 2 23 4
2 2 1 5

6 3 1

( )
( ) ( ) 2 ( 2 ) ( )

| |

xc
w x grad grad x

x x

      
 

 
          

  

where 𝜆ଶ
ଶ = 𝜘ଶ/𝜘଺ > 0. 

The solution of this equation has the form 

 
                 2𝑤(𝑥) = grad ቂ2𝛼ସ

௖

|௫|
+ 𝛼ସ

డఃర(௫)

డ௫య
+ 𝛼ହ𝛷ହ(𝑥)ቃ +

+rotrot(𝑒ଷ𝛷଺(𝑥)) + rot(𝑒ଷ𝛷଻(𝑥)) + grad𝛹(𝑥),
                              (2.7) 

where (𝛥 − 𝜆ଶ
ଶ)𝛷௝(𝑥) = 0,   𝑗 = 6,7, (𝛥 − 𝜆ଶ

ଶ)𝛹(𝑥) = 0, 𝛼ସ = −𝜘ଷ/𝜘ଶ, 𝛼ହ = −𝜘(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଵ
ଶ/𝜘ଵ. 

Substituting the values of 𝑤(𝑥) and 𝜃(𝑥), from (2.10) and (2.8) into (2.3), we obtain 𝛹(𝑥) = 0,  thus 

 
𝑤(𝑥) = grad ቂ2𝛼ସ

௖

|௫|
+ 𝛼ସ

డఃర(௫)

డ௫య
+ 𝛼ହ𝛷ହ(𝑥)ቃ +

+rotrot൫𝑒ଷ𝛷଺(𝑥)൯ + rot൫𝑒ଷ𝛷଻(𝑥)൯.
 (2.8) 

If we apply the operator div to both part of equality (2.1), then we obtain 

𝛥[(𝜆 + 2𝜇)div𝑢(𝑥) + 𝜂𝑣(𝑥) − 𝛾𝜃(𝑥)] = 0. 
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From these equation, we get 

 (𝜆 + 2𝜇)div𝑢(𝑥) = 𝛾𝜃(𝑥) − 𝜂𝑣(𝑥) + 𝜂ଵ(𝜆 + 3𝜇)(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ డఃవ(௫)

డ௫య
,                   (2.9) 

where 

𝛥𝛷ଽ(𝑥) = 0,   𝜆ଷ
ଶ =

𝜂ଶ(𝜆 + 2𝜇) − 𝜂ଶ

𝜂ଵ(𝜆 + 2𝜇)
> 0. 

Substituting the value of div𝑢(𝑥), from (2.9)  into equation (2.6) and  (2.8), we obtain 

(𝛥 − 𝜆ଷ
ଶ)𝑣(𝑥) =

𝜂𝛾 − (𝜆 + 2𝜇)𝛾ଵ

𝜂ଵ(𝜆 + 2𝜇)
൬2

𝑐

|𝑥|
+

𝜕𝛷ସ(𝑥)

𝜕𝑥ଷ

൰ +

+ ൬
𝜂𝛾 − (𝜆 + 2𝜇)𝛾ଵ

𝜂ଵ

𝜆ଵ
ଶ −

𝜘𝜘଻

𝜘ଵ𝜂ଵ

(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଵ
ସ൰ 𝛷ହ(𝑥) + 𝜂(𝜆 + 3𝜇)𝜆ଷ

ଶ
𝜕𝛷ଽ(𝑥)

𝜕𝑥ଷ

 

From these, we get 

 
2𝑣(𝑥) = 𝑎ଵ ቀ

ଶ௖

|௫|
+

డఃర(௫)

డ௫య
ቁ + 𝑎ଶ𝛷ହ(𝑥) − 𝜂(𝜆 + 3𝜇)

డఃవ(௫)

డ௫య
+

+(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ𝛷଼(𝑥),

   (2.10) 

where (𝛥 − 𝜆ଷ
ଶ)𝛷଼(𝑥) = 0, 

𝑎ଵ =
(𝜆 + 2𝜇)𝛾ଵ − 𝛾𝜂

𝜂ଵ(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ ,    𝑎ଶ =

𝜆ଵ
ଶ(𝜆 + 2𝜇)

𝜂ଵ(𝜆ଷ
ଶ − 𝜆ଵ

ଶ)
൬

𝛾ଵ(𝜆 + 2𝜇) − 𝛾𝜂

𝜆 + 2𝜇
+

𝜘𝜘଻

𝜘ଵ

𝜆ଵ
ଶ൰ 

Substitute the expressions of 𝜃(𝑥) and 𝑣(𝑥), given by (2.6) and (2.10) into (2.1),  to obtain 

 

3𝜇𝛥𝑢(𝑥) +(𝜆 + 𝜇)graddiv𝑢(𝑥) = grad[(𝛾 − 𝜂𝑎ଵ) ቀ2
௖

|௫|
+

డఃర(௫)

డ௫య
ቁ +

+(𝛾𝜆ଵ
ଶ(𝜆 + 2𝜇) − 𝜂𝑎ଶ)𝛷ହ(𝑥) + 𝜂ଶ(𝜆 + 3𝜇)

డఃవ(௫)

డ௫య
−

−𝜂(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ𝛷଼(𝑥)],

                   (2.11) 

which implies 

 𝑢(𝑥) = 𝑢଴(𝑥) + 𝑢෤(𝑥),  (2.12) 

(where 𝑢଴(𝑥) is a general solution of the Lame homogeneous equation 

𝜇𝛥𝑢଴(𝑥) + (𝜆 + 𝜇)graddiv𝑢଴(𝑥) = 0, 

and 𝑢෤(𝑥) is a particular solution of the nonhomogeneous system  (2.11) 

The solution 𝑢଴(𝑥) has the form [8] 

𝑢଴(𝑥) = grad𝛷ଵ(𝑥) + 𝑎𝑥ଷgrad𝛷ଶ(𝑥) − 𝑒ଷ𝛷ଶ(𝑥) + rot(𝑒ଷ𝛷ଷ(𝑥)), 

where 𝑎 = (𝜆 + 𝜇)/(𝜆 + 3𝜇), 𝛥𝛷௝(𝑥) = 0, 𝑗 = 1,2,3. 

The particular solution of the system (2.11) will be written as 

2𝑢෤(𝑥) = (𝛾 − 𝜂𝑎ଵ) ൬
𝑐

𝜆 + 2𝜇

𝑥

|𝑥|
+

1

𝜆 + 3𝜇
𝑥 + 𝑥ଷgrad𝛷ସ(𝑥)൰ +

+𝑎ଷgrad𝛷ହ(𝑥) − 𝜂ଶ𝑥ଷgrad𝛷ଽ(𝑥) − 𝜂grad𝛷଼(𝑥),

 

where 

𝑎ଷ = 𝛾 −
𝜂

𝜆ଵ
ଶ(𝜆 + 2𝜇)

𝑎ଶ. 

Substituting the values of the vectors 𝑢଴(𝑥) and 𝑢෤(𝑥) into (2.15), we get 
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𝑢(𝑥) = grad𝛷ଵ(𝑥) + 𝑎𝑥ଷgrad𝛷ଶ(𝑥) − 𝑒ଷ𝛷ଶ(𝑥) + rot(𝑒ଷ𝛷ଷ(𝑥)) +

+(𝛾 − 𝜂𝑎ଵ) ቀ
௖

ఒାଶఓ

௫

|௫|
+

ଵ

ఒାଷఓ
𝑥ଷgrad𝛷ସ(𝑥)ቁ +

+𝑎ଷgrad𝛷ହ(𝑥) + 𝜂ଶ𝑥ଷgrad𝛷ଽ(𝑥) − 𝜂grad𝛷଼(𝑥).

                     (2.13) 

Substitute the expressions of 𝑢(𝑥), 𝜃(𝑥) and 𝑣(𝑥), given by (2.13), (2.6) and (2.10) respectively, we obtain 

(𝜂ଶ − (𝜆 + 3𝜇)𝜂ଶ)
𝜕𝛷ଽ(𝑥)

𝜕𝑥ଷ

−
2𝜇

𝜆 + 3𝜇

𝜕𝛷ଶ(𝑥)

𝜕𝑥ଷ

−
𝜇𝛼ଵ

𝜆 + 3𝜇

𝜕𝛷ସ(𝑥)

𝜕𝑥ଷ

= 0. 

This equality well be satisfied, if the function 𝛷ଽ(𝑥) is defined in the following form 

𝛷ଽ(𝑥) =
𝜇

(𝜆 + 3𝜇)(𝜂ଶ − (𝜆 + 3𝜇)𝜂ଶ)
(2𝛷ଶ(𝑥) + 𝛼ଵ𝛷ସ(𝑥)), 

where 

𝛼ଵ =
𝛾𝜂ଶ − 𝜂𝛾ଵ

𝜂ଶ(𝜆 + 2𝜇) − 𝜂ଶ
. 

Substituting the value of 𝛷ଽ(𝑥) into (2.10) and (2.13), we get 

𝑣(𝑥) = 2𝑎ଵ

𝑐

|𝑥|
+ 𝑎ହ

𝜕𝛷ଶ(𝑥)

𝜕𝑥ଷ

+ 𝑎ସ

𝜕𝛷ସ(𝑥)

𝜕𝑥ଷ

+ 𝑎ଶ𝛷ହ(𝑥) + (𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ𝛷଼(𝑥),

𝑢(𝑥) = 𝛼ଵ𝑐
𝑥

|𝑥|
+ grad𝛷ଵ(𝑥) + 𝛼ଶ𝑥ଷgrad𝛷ଶ(𝑥) − 𝑒ଷ𝛷ଶ(𝑥) +

+rot(𝑥𝛷ଷ(𝑥)) − 𝛼ଷ𝑥ଷgrad𝛷ସ(𝑥) + 𝑎ଷgrad𝛷ହ(𝑥) − 𝜂grad𝛷଼(𝑥),

 

where 

𝑎ସ = 𝑎ଵ +
𝜇𝜂𝛼ଷ

𝜂ଶ − 𝜂ଶ(𝜆 + 2𝜇)
,   𝑎ହ =

2𝜇𝜂

𝜂ଶ(𝜆 + 3𝜇) − 𝜂ଶ
,   𝛼ଷ =

𝜂ଶ𝛾 − 𝜂𝛾ଵ

𝜂ଶ − 𝜂ଶ(𝜆 + 3𝜇)
. 

Thereby we have proved the first part of the theorem. As to the second part, it is proved by a straightforward 

verification that the vector 𝑈 = (𝑢, 𝑤, 𝜃, 𝑣)ୃ represented in form (2.5) is a solution of system (2.1) –

(2.4).                                                                                  ◻ 

Denote by 𝛺ି a half-space 𝑥ଷ > 0, and by 𝜕𝛺 its boundary plane 𝑥ଷ = 0,  𝛺ோ : = 𝛺ି⋂𝐵(𝑂, 𝑅), where 𝐵(𝑂, 𝑅) is 

the ball with center at the origin and radius 𝑅. Denote by ∑ோ  that part of the boundary of the ball 𝐵(𝑂, 𝑅) which 

lies in the domain 𝑥ଷ > 0, by 𝑆(𝑂, 𝑅) the circle with center at the origin and radius 𝑅 which lies on the plane 𝑥ଷ = 0. 

Definition. Assume that in the domain 𝛺ି, the regular vector 𝑈 = (𝑢, 𝑤, 𝜃)ୃ has the property 𝑍(𝛺ି) if it satisfies 

the following conditions 

 𝑢(𝑥) = 𝑂(1),   𝜃(𝑥) = 𝑂(|𝑥|ିଵ),   𝑣(𝑥) = 𝑂(|𝑥|ିଵ),   𝑤(𝑥) = 𝑂(|𝑥|ିଶ),                     (2.14) 

 lim
ோ→ஶ

ଵ

ଶగோమ ∫ 𝑛
ఀೃ

(𝑥) ⋅ 𝑢(𝑥)𝑑𝛴ோ = 0,                              (2.15) 

where 𝑛(𝑥) is the external normal unit vector passing at a point 𝑥 ∈ 𝛴ோ with respect to 𝛺ோ,   𝑅 = |𝑥| 

Theorem 2.  A solution of system (2.1) –(2.4)  which has the property 𝑍(𝛺ି) 

 

𝑢(𝑥) = grad𝛷ଵ(𝑥) + 𝛼ଶ𝑥ଷgrad𝛷ଶ(𝑥) − 𝑒ଷ𝛷ଶ(𝑥) + rot൫𝑒ଷ𝛷ଷ(𝑥)൯ −

−𝛼ଷ𝑥ଷgrad𝛷ସ(𝑥) + 𝑎ଷgrad𝛷ହ(𝑥) − 𝜂grad𝛷଼(𝑥),

𝑤(𝑥) = grad ቆ𝛼ସ
డఃర(௫)

డ௫య
+ 𝛼ହ𝛷ହ(𝑥)ቇ + rotrot൫𝑒ଷ𝛷଺(𝑥)൯ + rot൫𝑒ଷ𝛷଻(𝑥)൯,

𝜃(𝑥) =
డఃర(௫)

డ௫య
+ (𝜆 + 2𝜇)𝜆ଵ

ଶ𝛷ହ(𝑥),

𝑣(𝑥) = 𝑎ହ
డఃమ(௫)

డ௫య
+ 𝑎ସ

డఃర(௫)

డ௫య
+ 𝑎ଶ𝛷ହ(𝑥) + (𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ

ଶ𝛷଼(𝑥).

          (2.16) 
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Proof. The proof of this theorem follows from Theorem 2.1 the vectors 𝑢(𝑥) and 𝑤(𝑥) and the functions 𝜃(𝑥) 

and 𝑣(𝑥) represented by formulas (2.5) satisfy conditions (2.14). If the value of 𝑢(𝑥) is substituted from (2.5) into 

(2.15), then we have 𝑐 = 0. If the value 𝑐 = 0 is used in (2.5), then we obtain equalities (2.16), which completes the 

proof of the theorem. ◻ 

Remark 2.3.  The solution of differential equations (2.1) –(2.4), with have 𝑍(𝛺ି) property, a point at infinity 

satisfies the following conditions under in vanishes 

 
𝑢(𝑥) = 𝑂( |𝑥|ିଵ),   𝜃(𝑥) = 𝑂( |𝑥|ିଶ),   𝑣(𝑥) = 𝑂( |𝑥|ିଶ),   𝑤(𝑥) = 𝑂( |𝑥|ିଷ),

𝜕௞𝑢(𝑥) = 𝑂( |𝑥|ିଶ),    𝑘 = 1,2,3,
    (2.17) 

where 𝜕௞ = 𝜕/𝜕𝑥௞ ,    𝑘 = 1,2,3. 

3. Statement of the problem. The uniqueness theorem 

Problem (𝐈𝐈𝐈)ି . Find, in the domain 𝛺ି, a vector 𝑈 = (𝑢, 𝑤, 𝜃, 𝑣)ୃ with property 𝑍(𝛺ି) that in this domain 

satisfies system (2.1) –(2.4) and on the boundary 𝜕𝛺, the following boundary conditions: 

 
{𝑛(𝑦) ⋅ 𝑢(𝑦)}ି = 𝑓′ଷ(𝑦),   {𝑃(ଵ)(𝜕, 𝑛)𝑈′(𝑦) − 𝑛(𝑛 ⋅ 𝑃(ଵ)(𝜕, 𝑛)𝑈′(𝑦))}ି = 𝑓′(𝑦),

{𝑛(𝑦) ⋅ 𝑤(𝑦)}ି = 𝑓″ଷ(𝑦),   {𝑃(ଶ)(𝜕, 𝑛)𝑈″(𝑦) − 𝑛(𝑛 ⋅ 𝑃(ଶ)(𝜕, 𝑛)𝑈″(𝑦))}ି = 𝑓″(𝑦),

{𝑃(ଷ)(𝜕, 𝑛)𝑈″(𝑦)}ି = 𝑓′ସ(𝑦),   {𝑃(ସ)(𝜕, 𝑛)𝑈‴(𝑦)}ି = 𝑓″ସ(𝑦),

   (3.1) 

where 𝑓′ = (𝑓′ଵ, 𝑓′ଶ, 0)ୃ, 𝑓″ = (𝑓″ଵ, 𝑓″ଶ, 0)ୃ,𝑓′௝ ,  𝑓″௝ ,   𝑗 = 1,2,3,4 are the functions given on the boundary 𝜕𝛺, 

𝑛(𝑦) is the external normal unit vector passing at a point 𝑦 ∈ 𝜕𝛺, i.e. 𝑛(𝑦) = (𝑜, 𝑜, 1)ୃ 

Theorem 4.  If Problem (𝐈𝐈𝐈)ି have solution, these solution is unique. 

Proof. The theorem will be proved if we show that the homogeneous (𝑓′௝ = 0,   𝑓″௝ = 0,   𝑗 = 1,2,3,4) Problem 

(𝐈𝐈𝐈)𝟎
ି have only trivial solution . 

Assume that the vector 𝑈 = (𝑢, 𝑤, 𝜃, 𝑣)ୃ is a solution of Problem (𝐈𝐈𝐈)𝟎
ି.If we multiply both sides of equality 

(2.1)–(2.4). by the 𝑢, 𝑤, 𝜃 and 𝑣, respectively and integrate over the domain 𝛺ோ, then, using Stoke’s formula and 

boundary conditions 

{𝑢(𝑦) ⋅ 𝑃(ଵ)(𝜕, 𝑛)𝑈′(𝑦)}ି = 0,   {𝑤(𝑦) ⋅ 𝑃(ଶ)(𝜕, 𝑛)𝑈″(𝑦)}ି = 0,

{𝜃(𝑦)𝑃(ଷ)(𝜕, 𝑛)𝑈″(𝑦)}ି = 0,   {𝑣(𝑥) ⋅ 𝑃(ସ)(𝜕, 𝑛)𝑈‴(𝑦)}ି = 0,
 

we get 

∫ 𝑢
ఀೃ

(𝑥) ⋅ 𝑃(ଵ)(𝜕, 𝑛)𝑈′(𝑥)𝑑𝛴ோ − ∫ [
ఆೃ

𝐸(ଵ)(𝑢, 𝑢) − 𝛾𝜃(𝑥)div𝑢(𝑥) + 𝜂𝑣(𝑥)div𝑢(𝑥)]𝑑𝑥 = 0,

න 𝑤

ఀೃ

(𝑥) ⋅ 𝑃(ଶ)(𝜕, 𝑛)𝑈ᇳ(𝑥)𝑑𝛴ோ −

− ∫ [
ఆೃ

𝐸(ଶ)(𝑤, 𝑤) + 𝜘ଷ𝑤(𝑥) ⋅ grad𝜃(𝑥) + 𝜘ଶ𝑤ଶ(𝑥)]𝑑𝑥 = 0,

∫ 𝜃
ఀೃ

(𝑥) ⋅ 𝑃(ଷ)(𝜕, 𝑛)𝑈″(𝑥)𝑑𝛴ோ − ∫ [
ఆೃ

𝜘gradଶ𝜃(𝑥) + 𝜘ଵ𝑤(𝑥) ⋅ grad𝜃(𝑥)]𝑑𝑥 = 0,

න 𝑣

ఀೃ

(𝑥) ⋅ 𝑃(ସ)(𝜕, 𝑛)𝑈‴(𝑥)𝑑𝛴ோ − න [

ఆೃ

𝜂ଵgradଶ𝑣(𝑥) + 𝜂𝑣(𝑥)div𝑢(𝑥) +

+𝜂ଶ𝑣ଶ(𝑥) − 𝛾ଵ𝑣(𝑥)𝜃(𝑥) − 𝜘଻𝑤(𝑥) ⋅ grad𝑣(𝑥)]𝑑𝑥,

where 
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𝐸(ଵ)(𝑢, 𝑢) =
3𝜆 + 2𝜇

3
(div𝑢)ଶ +

𝜇

2
෍ ቆ

𝜕𝑢௞

𝜕𝑥௝

+
𝜕𝑢௝

𝜕𝑥௞

ቇ

ଶଷ

௞ஷ௝ୀଵ

+
𝜇

3
෍ ቆ

𝜕𝑢௞

𝜕𝑥௝

−
𝜕𝑢௝

𝜕𝑥௞

ቇ

ଶଷ

௞,௝ୀଵ

𝐸(ଶ)(𝑤, 𝑤) =
3𝜘ସ + 𝜘ହ + 𝜘଺

3
(div𝑤)ଶ +

𝜘଺ − 𝜘ହ

2
(rot𝑤)ଶ +

+
𝜘ହ + 𝜘଺

4
෍ ቆ

𝜕𝑤௞

𝜕𝑥௝

−
𝜕𝑤௝

𝜕𝑥௞

ቇ

ଶଷ

௞ஷ௝ୀଵ

+
𝜘ହ + 𝜘଺

6
෍ ቆ

𝜕𝑤௞

𝜕𝑥௞

−
𝜕𝑤௝

𝜕𝑥௝

ቇ

ଶଷ

௞,௝ୀଵ

.

 

Passing to the limit on both sides of equalities (3.2) –(3.5) as 𝑅 → +∞ and taking into consideration the asymptotic 

representations (2.17), we obtain 

න [

ఆష

𝐸(ଵ)(𝑢, 𝑢) + 𝛾𝜃(𝑥)div𝑢(𝑥) + 𝜂𝑣(𝑥)div𝑢(𝑥)]𝑑𝑥 = 0, (3.6)

න [

ఆష

𝐸(ଶ)(𝑤, 𝑤) + 𝜘ଷ𝑤(𝑥) ⋅ grad𝜃(𝑥) + 𝜘ଶ𝑤ଶ(𝑥)]𝑑𝑥 = 0, (3.7)

න [

ఆష

𝜘gradଶ𝜃(𝑥) + 𝜘ଵ𝑤(𝑥) ⋅ grad𝜃(𝑥)]𝑑𝑥 = 0, (3.8)

න [

ఆష

𝜂ଵgradଶ𝑣(𝑥) + 𝜂𝑣(𝑥)div𝑢(𝑥) + 𝜂ଶ𝑣ଶ(𝑥) −

−𝛾ଵ𝑣(𝑥)𝜃(𝑥) − 𝜘଻𝑤(𝑥) ⋅ grad𝑣(𝑥)]𝑑𝑥 = 0.

  

From the equalities (3.7)- (3.8), we get 

න ቊ𝑇଴𝐸(ଶ)(𝑤, 𝑤) +
4𝑇଴𝜘𝜘଴ − (𝜘ଵ + 𝑇଴𝜘ଷ)ଶ

4𝜘
+

1

4𝜘
[(𝜘ଵ + 𝑇଴𝜘ଷ)𝑤(𝑥) +

ఆష
 

  +2𝜘grad𝜃(𝑥)]ଶ}𝑑𝑥 = 0.  (3.10) 

Since 𝐸(ଶ)(𝑤, 𝑤) ≥ 0, 4𝑇଴𝜘𝜘ଶ > (𝜘ଵ + 𝑇଴𝜘ଷ)ଶ, 𝜘 > 0, 𝑇଴ > 0, form (3.10) we obtained that 𝑤(𝑥) = 0, 𝜃(𝑥) =

𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑥 ∈ 𝛺ି. By asymptotic (2.17) we have 𝑐 = 0, i.e. 𝜃(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝛺ି. 

Substituting the value of the functions 𝑤(𝑥) = 0,   𝜃(𝑥) = 0,   𝑥 ∈ 𝛺ି, into (3.6) and (3.9), we obtain 

 ∫ [
ఆష 𝐸(ଵ)(𝑢, 𝑢) + 2𝜂𝑣(𝑥)div𝑢(𝑥) + 𝜂ଵgradଶ𝑣(𝑥) + 𝜂ଶ𝑣ଶ(𝑥)]𝑑𝑥 = 0  (3.11) 

  

𝐸൫𝑈෩, 𝑈෩൯ = 𝐸(ଵ)(𝑢, 𝑢) + 2𝜂𝑣(𝑥)div𝑢(𝑥) + 𝜂ଵgradଶ𝑣(𝑥) + 𝜂ଶ𝑣ଶ(𝑥) =

=
ఓ

ଶ
∑ ൬

డ௨ೖ

డ௫ೕ
+

డ௨ೕ

డ௫ೖ
൰

ଶ
ଷ
௞ஷ௝ୀଵ +

ఓ

ଷ
∑ ൬

డ௨ೖ

డ௫ೖ
−

డ௨ೕ

డ௫ೕ
൰

ଶ
ଷ
௞,௝ୀଵ + 𝜂ଵgradଶ𝑣(𝑥) +

+
(ଷఒାଶఓ)ఎమିଷఎమ

ଷఒାଶఓ
𝑣ଶ(𝑥) +

ଵ

ଷ(ଷఒାଶఓ)
(3𝜂𝑣(𝑥) + (3𝜆 + 2𝜇)div𝑣(𝑥))ଶ,

  (3.12) 

where 𝑈෩ = (𝑢, 𝑣)ୃ. 

Tacking into account that 3𝜆 + 2𝜇 > 0,  𝜂ଵ > 0,   𝜇 > 0, (3𝜆 + 2𝜇)𝜂ଶ − 3𝜂ଶ > 0, from (3.12) it follows that 

𝐸(𝑈෩, 𝑈෩) ≥ 0, By virtue of this fact, (3.11) implies 

𝐸(𝑈෩, 𝑈෩) = 0,     𝑥 ∈ 𝛺ି. 

A solution of this equations has the form 

𝑢(𝑥) = [𝑏 × 𝑥] + 𝑑,     𝑣(𝑥) = 0,    𝑥 ∈ 𝛺ି, 
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where 𝑏 𝑢 𝑑 are any three-dimensional constant vectors. By asymptotic (2.17) we have 𝑏 = 𝑑 = 0, i.e. 𝑢(𝑥) =

0,   𝑥 ∈ 𝛺ି. ◻ 

4.Solution of the boundary value problems 

 If in the boundary conditions (3.1) we assume that 𝑛(𝑦) = (0,0,1)ୃ, then these boundary conditions can be 

rewritten as follows: 

 

{𝑢ଷ(𝑦)}ି = 𝑓′ଷ(𝑦),    {rot𝑢(𝑦)}௝
ି = 𝐹௝′(𝑦),    𝑗 = 1,2,

{𝑤ଷ(𝑦)}ି = 𝑓″ଷ(𝑦),    {rot𝑤(𝑦)}௝
ି = 𝐹௝″(𝑦),    𝑗 = 1,2,

ቄ𝜘
డఏ(௬)

డ௫య
+ 𝜘ଵ𝑤ଷ(𝑦)ቅ

ି

= 𝑓′ସ(𝑦),    ቄ𝜂
డ௩(௬)

డ௫య
+ 𝜘଻𝑤ଷ(𝑦)ቅ

ି

= 𝑓″ସ(𝑦),

   (4.1) 

where 

𝐹′௝(𝑦) =
1

𝜇
൫𝛿ଶ௝𝑓ଵ′(𝑦) − 𝛿ଵ௝𝑓ଶ′(𝑦)൯ + 2 ൬𝛿ଵ௝

𝜕

𝜕𝑦ଶ

− 𝛿ଶ௝

𝜕

𝜕𝑦ଵ

൰ 𝑓′ଷ(𝑦), 

𝐹″௝(𝑦) =
1

𝜘଺

൫𝛿ଶ௝𝑓ଵ″(𝑦) − 𝛿ଵ௝𝑓ଶ″(𝑦)൯ +
𝜘ହ + 𝜘଺

𝜘଺

൬𝛿ଵ௝

𝜕

𝜕𝑦ଶ

− 𝛿ଶ௝

𝜕

𝜕𝑦ଵ

൰ 𝑓″ଷ(𝑦). 

In formulas (4.1) assume the following 

൜
𝜕𝜑(𝑦)

𝜕𝑥ଷ

ൠ

ି

= lim
ఆష∋௫→௬∈డఆ

𝜕𝜑(𝑦)

𝜕𝑥ଷ

. 

A solution of this problem (𝐈𝐈𝐈)𝟎
ି is sought in form (2.16). Functions 𝛷௝(𝑥), 𝑗 = 1,2, . . . ,8 are represented as 

follows 

 

𝛷௝(𝑥) =
ଵ

ଶగ
∬ 𝑒ି௜(௫෤⋅క)ି௫య|క|ାஶ

ିஶ
𝑔௝(𝜉)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ,   𝑗 = 1,2,3,4,

𝛷ହ(𝑥) =
ଵ

ଶగ
∬ 𝑒

ି௜(௫෤⋅క)ି௫యට|క|మାఒభ
మାஶ

ିஶ
𝑔ହ(𝜉)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ,

𝛷௝(𝑥) =
ଵ

ଶగ
∬ 𝑒

ି௜(௫෤⋅క)ି௫యට|క|మାఒమ
మାஶ

ିஶ
𝑔௝(𝜉)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ,    𝑗 = 6,7,

𝛷଼(𝑥) =
ଵ

ଶగ
∬ 𝑒

ି௜(௫෤⋅క)ି௫యට|క|మାఒయ
మାஶ

ିஶ
𝑔଼(𝜉)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ,

       (4.2) 

where 𝑔௝(𝜉),    𝑗 = 1,2, … ,8 are the sought functions, 𝜉 = (𝜉ଵ, 𝜉ଶ)ୃ, 𝑥෤ = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ)ୃ, 𝑥 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ), |𝜉| =

ඥ𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ. 

If the functions 𝛷௝(𝑥),   𝑗 = 1,2, … ,8 defined by (4.2) is substituted into (2.16), we obtain 
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𝑢(𝑥) =
ଵ

ଶగ
∬ {[−𝑒ଵ𝑔ଵ(𝜉) − (𝛼ଶ𝑥ଷ𝑒ଵ + 𝑒ଷ)𝑔ଶ(𝜉) + 𝑒ଶ𝑔ଷ(𝜉)

ାஶ

ିஶ

+𝛼ଷ𝑥ଷ𝑒ଵ𝑔ସ(𝜉)]𝑒ି௫య|క| − 𝑎ଷ𝑒ସ𝑔ହ(𝜉)𝑒
ି௫యට|క|మାఒభ

మ

+

+𝜂𝑒଺𝑔଼(𝜉)𝑒
ି௫యට|క|మାఒయ

మ

ቋ 𝑒ି௜(௫෤⋅క)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ,

𝑤(𝑥) =
ଵ

ଶగ
∬ ቊ𝛼ସ|𝜉|𝑒ଵ𝑔ସ(𝜉)𝑒ି௫య|క| − 𝛼ହ𝑒ସ𝑔ହ(𝜉)𝑒

ି௫యට|క|మାఒభ
మ

+
ାஶ

ିஶ

+ ቂቀ𝑒ହඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଶ
ଶ − 𝜆ଶ

ଶ𝑒ଷቁ 𝑔଺(𝜉) + 𝑒ଶ𝑔଻(𝜉)ቃ 𝑒
ି௫యට|క|మାఒమ

మ

ቋ 𝑒ି௜(௫෤⋅క)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ,

𝜃(𝑥) =
ଵ

ଶగ
∬ ቈ−|𝜉|𝑔ସ(𝜉)𝑒ି௫య|క| + (𝜆 + 2𝜇)𝜆ଵ

ଶ𝑔ହ(𝜉)𝑒
ି௫యට|క|మାఒభ

మ

቉
ାஶ

ିஶ
𝑒ି௜(௫෤⋅క)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ,

𝑣(𝑥) =
ଵ

ଶగ
∬ ቈ−|𝜉|൫𝑎ହ𝑔ଶ(𝜉) + 𝑎ସ𝑔ସ(𝜉)൯𝑒ି௫య|క| + 𝑎ଶ𝑔ହ(𝜉)𝑒

ି௫యට|క|మାఒభ
మ

+
ାஶ

ିஶ

+ (𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ𝑔଼(𝜉)𝑒

ି௫యට|క|మାఒయ
మ

቉ 𝑒ି௜(௫෤⋅క)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ,

  (4.3) 

where 𝑒ଵ = (𝑖𝜉ଵ, 𝑖𝜉ଶ, |𝜉|)ୃ, 𝑒ଶ = (−𝑖𝜉ଶ, 𝑖𝜉ଵ, 0)ୃ, 𝑒ଷ = (0,0,1)ୃ, 𝑒ସ = (𝑖𝜉ଵ, 𝑖𝜉ଶ, ඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଵ
ଶ)ୃ, 𝑒ହ =

(𝑖𝜉ଵ, 𝑖𝜉ଶ, ඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଶ
ଶ)ୃ, 𝑒଺ = (𝑖𝜉ଵ, 𝑖𝜉ଶ, ඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଷ

ଶ)ୃ. 

From (4.3) we obtain 

  

 

{rot𝑢(𝑥)}௝ =
ଵ

ଶగ
∬ ൣ(𝛼ଶ + 1)(𝑖𝜉ଶ𝛿ଵ௝ − 𝑖𝜉ଵ𝛿ଶ௝)𝑔ଶ(𝜉) + 𝑖𝜉௝|𝜉|𝑔ଷ(𝜉) −

ାஶ

ିஶ

−𝛼ଷ(𝑖𝜉ଶ𝛿ଵ௝ − 𝑖𝜉ଵ𝛿ଶ௝𝑔ଶ(𝜉))𝑔ସ(𝜉)൧𝑒ି௜(௫෤⋅క)ି௫య|క|𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ,   𝑗 = 1,2,

{rot𝑤(𝑥)}௝ =
ଵ

ଶగ
∬ ൣ𝜆ଶ

ଶ(𝑖𝜉ଶ𝛿ଵ௝ − 𝑖𝜉ଵ𝛿ଶ௝)𝑔଺(𝜉) +
ାஶ

ିஶ

+𝑖𝜉௝ඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଶ
ଶ𝑔଻(𝜉)ቃ 𝑒

ି௜(௫෤⋅క)ି௫యට|క|మାఒమ
మ

𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ,   𝑗 = 1,2,

𝜘
డఏ(௫)

డ௫య
+ 𝜘ଵ𝑤ଷ(𝑥) =

ଵ

ଶగ
∬ ൣ𝛼଺|𝜉|ଶ𝑔ସ(𝜉)𝑒ି௫య|క| +

ାஶ

ିஶ

+𝜘ଵ|𝜉|ଶ𝑔଺(𝜉)𝑒
ି௫యට|క|మାఒమ

మ

቉ 𝑒ି௜(௫෤⋅క)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ,

𝜂ଵ
డ௩(௫)

డ௫య
− 𝜘଻𝑤ଷ(𝑥) =

ଵ

ଶగ
∬ ൣ(𝜂ଵ𝑎ହ|𝜉|ଶ𝑔ଶ(𝜉) + 𝛼଻|𝜉|ଶ𝑔ସ(𝜉))𝑒ି௫య|క| −

ାஶ

ିஶ

−𝛼଼ඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଵ
ଶ𝑒

ି௫యට|క|మାఒభ
మ

𝑔ହ(𝜉) − 𝜘଻|𝜉|ଶ𝑒
ି௫యට|క|మାఒమ

మ

𝑔଺(𝜉) −

− 𝜂ଵ(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଷ

ଶ𝑒
ି௫యට|క|మାఒయ

మ

𝑔଼(𝜉)቉ 𝑒ି௜(௫෤⋅క)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ,

     (4.4) 

where 

𝛼଺ = 𝛼ସ𝜘ଵ + 𝜘,   𝛼଻ = 𝜂ଵ𝑎ସ − 𝜘଻𝛼ସ,    𝛼଼ = 𝑎ଶ𝜂ଵ − 𝛼ହ𝜘଻. 

From (4.3)-(4.4) with boundary conditions (4.1) taken into account we obtain 
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1

2𝜋
ඵ ቈ−|𝜉|𝑔ଵ(𝜉) − 𝑔ଶ(𝜉) − 𝑎ଷට|𝜉|ଶ + 𝜆ଵ

ଶ𝑔ସ(𝜉) +

ାஶ

ିஶ

           +𝜂ට|𝜉|ଶ + 𝜆ଷ
ଶ𝑔଼(𝜉)቉ 𝑒ି௜(௬⋅క)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ = 𝑓ଷ′(𝑦),

1

2𝜋
ඵ ቈ𝛼ସ|𝜉|ଶ𝑔ସ(𝜉) − 𝛼ହට|𝜉|ଶ + 𝜆ଵ

ଶ𝑔ହ(𝜉) + |𝜉|ଶ𝑔଺(𝜉)቉

ାஶ

ିஶ

𝑒ି௜(௬⋅క)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ = 𝑓ଷ″(𝑦),

 

   

ଵ

ଶగ
∬ [𝛼଺|𝜉|ଶ𝑔ସ(𝜉) + 𝜘ଵ|𝜉|ଶ𝑔଺(𝜉)]

ାஶ

ିஶ
𝑒ି௜(௬⋅క)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ = 𝑓ସ′(𝑦),

ଵ

ଶగ
∬ ቂ𝜂ଵ𝑎ହ|𝜉|ଶ𝑔ଶ(𝜉) + 𝛼଻|𝜉|ଶ𝑔ସ(𝜉) − 𝛼଼ඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଵ

ଶ𝑔ହ(𝜉)
ାஶ

ିஶ
−

           − 𝜘଻|𝜉|ଶ𝑔଺(𝜉) − 𝜂ଵ(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଷ

ଶ𝑔଼(𝜉)ቃ 𝑒ି௜(௬⋅క)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ = 𝑓ସ″(𝑦),

ଵ

ଶగ
∬ ൣ(𝛼ଶ + 1)(𝑖𝜉ଶ𝛿ଵ௝ − 𝑖𝜉ଵ𝛿ଶ௝)𝑔ଶ(𝜉) + 𝑖|𝜉|𝜉௝𝑔ଷ(𝜉) −

ାஶ

ିஶ

         −𝛼ଷ(𝑖𝜉ଶ𝛿ଵ௝ − 𝑖𝜉ଵ𝛿ଶ௝)𝑔ସ(𝜉)൧𝑒ି௜(௬⋅క)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ = 𝐹௝′(𝑦),    𝑗 = 1,2,
ଵ

ଶగ
∬ ቂ𝜆ଶ

ଶ(𝑖𝜉ଶ𝛿ଵ௝ − 𝑖𝜉ଵ𝛿ଶ௝)𝑔଺(𝜉) + 𝑖𝜉௝ඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଶ
ଶ𝑔଻(𝜉)ቃ

ାஶ

ିஶ
𝑒ି௜(௬⋅క)𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ =

               = 𝐹௝″(𝑦),    𝑗 = 1,2,

         (4.5) 

From equalities (4.5) we have 

 

𝑖𝜉ଶ(𝛼ଶ + 1)𝑔ଶ(𝜉) + 𝑖𝜉ଵ|𝜉|𝑔ଷ(𝜉) − 𝑖𝜉ଶ𝛼ଷ𝑔ସ(𝜉) = 𝐹෠ଵ′(𝜉),

− 𝑖𝜉ଵ(𝛼ଶ + 1)𝑔ଶ(𝜉) + 𝑖𝜉ଶ|𝜉|𝑔ଷ(𝜉) + 𝑖𝜉ଵ𝛼ଷ𝑔ସ(𝜉) = 𝐹෠ଶ′(𝜉),

𝑖𝜉ଶ𝜆ଶ
ଶ𝑔଺(𝜉) + 𝑖𝜉ଵඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଶ

ଶ 𝑔଻(𝜉) = 𝐹෠ଵ″(𝜉),

− 𝑖𝜉ଵ𝜆ଶ
ଶ𝑔଺(𝜉) + 𝑖𝜉ଶඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଶ

ଶ 𝑔଻(𝜉) = 𝐹෠ଶ″(𝜉),

− |𝜉|𝑔ଵ(𝜉) − 𝑔ଶ(𝜉) − 𝑎ଷඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଵ
ଶ 𝑔ହ(𝜉) + 𝜂ඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଷ

ଶ 𝑔଼(𝜉) = 𝑓መଷ
ᇱ(𝜉),

𝛼ସ|𝜉|ଶ𝑔ସ(𝜉) − 𝛼ହඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଵ
ଶ 𝑔ହ(𝜉) + |𝜉|ଶ 𝑔଺(𝜉) = 𝑓መଷ″(𝜉),

𝛼଺|𝜉|ଶ𝑔
ସ

(𝜉) + 𝜘ଵ|𝜉|ଶ𝑔଺(𝜉) = 𝑓መସ′(𝜉),

𝜂ଵ𝑎ହ|𝜉|ଶ𝑔ଶ(𝜉) + 𝛼଻|𝜉|ଶ𝑔ସ(𝜉) − 𝛼଼ඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଵ
ଶ 𝑔ହ(𝜉) − 𝜘଻|𝜉|ଶ𝑔଺(𝜉) −

−𝜂ଵ(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶඥ|𝜉|ଶ + 𝜆ଷ

ଶ 𝑔଼(𝜉) = 𝑓መସ″(𝜉),

  (4.6) 

where 

 

𝐹෠௝
ᇱ(𝜉) =

ଵ

ఓ
ቀ𝛿ଶ௝𝑓መଵ

ᇱ(𝜉) − 𝛿ଵ௝𝑓መଶ
ᇱ(𝜉)ቁ + 2൫𝑖𝜉ଵ𝛿ଶ௝ − 𝑖𝜉ଶ𝛿ଵ௝൯𝑓መଷ

ᇱ(𝜉),   𝑗 = 1,2,

𝐹෠ᇳ(𝜉) =
ଵ

తల
ቀ𝛿ଶ௝𝑓መଵ

ᇳ(𝜉) − 𝛿ଵ௝𝑓መଶ
ᇳ(𝜉)ቁ +

తఱାతల

తల
൫𝑖𝜉ଵ𝛿ଶ௝ − 𝑖𝜉ଶ𝛿ଵ௝൯𝑓መଷ

ᇳ(𝜉),   𝑗 = 1,2,

𝑓መ௝
ᇱ(𝜉) =

ଵ

ଶగ
∬ 𝑒௜(௬⋅క)ାஶ

ିஶ
𝑓௝

ᇱ(𝑦)𝑑𝑦ଵ𝑑𝑦ଶ,    𝑗 = 1,2,3,4,

𝑓መ௝
ᇳ(𝜉) =

ଵ

ଶగ
∬ 𝑒௜(௬⋅క)ାஶ

ିஶ
𝑓௝

ᇳ(𝑦)𝑑𝑦ଵ𝑑𝑦ଶ,    𝑗 = 1,2,3,4.

 (4.7) 

A solution of system (4.6) has the form 
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𝑔ଵ(𝜉) =
ఈభమ

|క|య
( |𝜉|ଶ − 𝜆଺

ଶ) ቀ𝑒̃ଵ ⋅ 𝑓መᇱ(𝜉)ቁ −
ఈభయ

|క|య
( |𝜉|ଶ − 𝜆଻

ଶ) ቀ𝑒̃ଵ ⋅ 𝑓መᇳ(𝜉)ቁ −

     −
ఈభర

|క|
( |𝜉|ଶ + 𝜆଼

ଶ)𝑓መଷ
ᇱ(𝜉) +

ఈభఱ

|క|
( |𝜉|ଶ + 𝜆ଽ

ଶ)𝑓መଷ
ᇳ(𝜉) −

     −
ఈభల

|క|య
( |𝜉|ଶ + 𝜆ଵ଴

ଶ )𝑓መସ
ᇱ(𝜉) −

ఎ

ఎభ(ఒାଶఓ)ఒయ
మ|క|

𝑓መସ
ᇳ(𝜉)

𝑔ଶ(𝜉) =
ଵ

(ఈమାଵ)|క|మ ቂ
ଵ

ఓ
ቀ𝑒̃ଵ ⋅ 𝑓መᇱ(𝜉)ቁ −

తభఈయ

ఈలతమ
ቀ𝑒̃ଵ ⋅ 𝑓መᇳ(𝜉)ቁ +

     +
ఈయ

ఈల
𝑓መସ

ᇱ(𝜉)ቃ +
ଵ

ఈమାଵ
ቂ

ఈయతభ

తఒర
మ 𝑓መଷ

ᇳ(𝜉) − 2𝑓መଷ
ᇱ(𝜉)ቃ ,

𝑔ଷ(𝜉) =
ଵ

ఓ|క|య ቀ𝑒̃ଶ ⋅ 𝑓መᇱ(𝜉)ቁ ,

𝑔ସ(𝜉) = −
తభ

ఈలతమ|క|మ ቀ𝑒̃ଵ ⋅ 𝑓መᇳ(𝜉)ቁ +
తభ

తఒర
మ 𝑓መଷ

ᇳ(𝜉) +
ଵ

ఈల|క|మ 𝑓መସ
ᇱ(𝜉),

𝑔ହ(𝜉) =
ଵ

ఈఱට|క|మାఒభ
మ

ቂ
త

తమఈల
ቀ𝑒̃ଵ ⋅ 𝑓መᇳ(𝜉)ቁ −

ଵ

ఒర
మ ( |𝜉|ଶ + 𝜆ସ

ଶ)𝑓መଷ
ᇳ(𝜉) +

     +
ఈర

ఈల
𝑓መସ

ᇱ(𝜉)ቃ ,

𝑔଺(𝜉) =
ଵ

తమ|క|మ ቀ𝑒̃ଵ ⋅ 𝑓መᇳ(𝜉)ቁ −
ఈల

తఒర
మ 𝑓መଷ

ᇳ(𝜉),

𝑔଻(𝜉) =
ଵ

తల|క|మට|క|మାఒమ
మ

ቀ𝑒̃ଶ ⋅ 𝑓መᇳ(𝜉)ቁ ,

𝑔଼(𝜉) =
ଵ

(ఒାଶఓ)ఒయ
మට|క|మାఒయ

మ
ቂ

௔ఱ

ఓ(ఈమାଵ)
ቀ𝑒̃ଵ ⋅ 𝑓መᇱ(𝜉)ቁ − 𝛼ଽ ቀ𝑒̃ଵ ⋅ 𝑓መᇳ(𝜉)ቁ −

      −
ଶ௔ఱ

ఈమାଵ
|𝜉|ଶ𝑓መ′(𝜉) + 𝛼ଵଵ(|𝜉|ଶ + 𝜆ହ

ଶ)𝑓መଷ″(𝜉) + 𝛼ଵ଴𝑓መସ′(𝜉) −
ଵ

ఎభ
𝑓መସ″(𝜉)ቃ

 (4.8) 

where 𝑒̃ଵ = (𝑖𝜉ଵ,  𝑖𝜉ଶ)ୃ, 𝑒̃ଶ = (−𝑖𝜉ଶ,  𝑖𝜉ଵ)ୃ, 𝑓መ′ = (𝑓መ′ଵ,  𝑓መ′ଶ)ୃ, 𝑓መ″ = (𝑓መ″ଵ,  𝑓መ″ଶ)ୃ 

𝜆ସ
ଶ =

𝜘ଶ𝛼଺

𝜘(𝜘ହ + 𝜘଺)
,   𝜆ହ

ଶ =
𝜘𝜆ସ

ଶ(𝑎ଶ𝜂ଵ − 𝛼ଶ𝜘଻)

𝜂ଵ(𝜘ଵ𝑎ଵ𝛼ହ + 𝛼ଶ𝜘)
,   𝜆଺

ଶ =
(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ

ଶ

𝜂𝑎ହ

,

𝜆଻
ଶ =

𝜘ଵ𝛼ଷ

(𝛼ଶ + 1)𝜘ଶ𝛼଺𝛼ଵଷ

,   𝜆଼
ଶ =

𝛼ଶ − 1

(𝛼ଶ + 1)𝛼ଵସ

,   𝜆ଽ
ଶ =

1

𝛼ଵହ

ቆ
𝑎ଷ

𝛼ହ

−
𝛼ଷ𝜘ଵ

(𝛼ଶ + 1)𝜘𝜆ସ
ଶ +

𝛼ଵଵ𝜂𝜆ହ
ଶ

(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶቇ ,

𝛼ଽ =
𝑎ସ𝜘ଵ𝛼ହ + 𝑎ଶ𝜘

𝜘ଶ𝛼ହ𝛼଺

,    𝛼ଵ଴ =
𝑎ଵ𝛼ହ − 𝑎ଶ𝛼ସ

𝛼ହ𝛼଺

,    𝛼ଵଵ =
𝑎ଵ𝜘ଵ𝛼ହ + 𝑎ଶ𝜘

𝜘𝛼ହ𝜆ସ
ଶ ,

𝛼ଵଶ =
𝜂𝑎ହ

𝜇(𝛼ଶ + 1)(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ ,   𝛼ଵଷ =

𝑎ଷ𝜘

𝜘ଶ𝛼ହ𝛼଺

+
𝜂𝛼ଽ

(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ ,   𝛼ଵସ =

2𝜂𝑎ହ

(𝛼ଶ + 1)(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ ′

𝛼ଵହ =
𝑎ଷ

𝛼ହ𝜆ସ
ଶ +

𝛼ଵଵ𝜂

(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ ,   𝛼ଵ଺ =

𝑎ଷ𝛼ସ

𝛼ହ𝛼଺

−
𝜂𝛼ଵ଴

(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ ,   𝜆ଵ଴

ଶ =
𝛼ଷ

𝛼଺(𝛼ଶ + 1)𝛼ଵ଺

.

 

Substituting the values of the functions 𝑔௝(𝜉), 𝑗 = 1,2, . . . ,8, from (4.8) into (4.3) and taking into account the 

following equalities (4.7) and 



მათემატიკა – Mathematics – Математика 

 

_____________________________________ 
ISSN 1512-0996   სტუ-ის შრომები – Work of  GTU – Труды ГТУ 
www.shromebi.gtu.ge  213  №2 (520), 2021 

1

2𝜋
ඵ

1

|𝜉|

ାஶ

ିஶ

𝑒ି௜(௫෤ି௬)⋅కି௫య|క|𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ =
1

𝑟

1

2𝜋
ඵ

𝜉௞𝜉௝

|𝜉|ଷ

ାஶ

ିஶ

𝑒ି௜(௫෤ି௬)⋅కି௫య|క|𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ =
𝜕ଶ𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥௞𝜕𝑥௝

,   𝑘, 𝑗 = 1,2,

1

2𝜋
ඵ

𝑖𝜉௞

|𝜉|ଶ

ାஶ

ିஶ

𝑒ି௜(௫෤ି௬)⋅కି௫య|క|𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ =
𝜕ଶ𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥௞𝜕𝑥ଷ

,   𝑘 = 1,2,

1

2𝜋
ඵ

1

|𝜉|ଶ

ାஶ

ିஶ

𝑒ି௜(௫෤ି௬)⋅కି௫య|క|𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ = −
𝜕𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥ଷ

,

1

2𝜋
ඵ

𝑖𝜉௞

|𝜉|ଷ

ାஶ

ିஶ

𝑒ି௜(௫෤ି௬)⋅కି௫య|క|𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ = −
𝜕𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥௞

,   𝑘 = 1,2,

1

2𝜋
ඵ

1

ට|𝜉|ଶ + 𝜆௝
ଶ

ାஶ

ିஶ

𝑒
ି௜(௫෤ି௬)⋅కି௫యට|క|మାఒೕ

మ

𝑑𝜉ଵ𝑑𝜉ଶ =
𝑒ିఒೕ௥

𝑟
,   𝑗 = 1,2,

 

where 𝑟 = ඥ(𝑥ଵ − 𝑦ଵ)ଶ + (𝑥ଶ − 𝑦ଶ)ଶ + 𝑥ଷ
ଶ, 𝛷(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଷln(𝑟 + 𝑥ଷ) − 𝑟, we obtain 

  𝑈(𝑥) =
ଵ

ଶగ
∬ 𝐊

ାஶ

ିஶ
(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦ଵ𝑑𝑦ଶ ,  (4.9) 

where = (𝑢, 𝑤, 𝜃, 𝑣)ୃ 𝑓 = (𝑓ଵ′, 𝑓ଶ′, 𝑓ଷ′, 𝑓ଵ″, 𝑓ଶ″, 𝑓ଷ″, 𝑓ସ′, 𝑓ସ″)ୃ. 

𝐊(𝑥, 𝑦) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐊(ଵ)(𝑥, 𝑦) 𝐊(ଶ)(𝑥, 𝑦) 𝐊(ହ)(𝑥, 𝑦) 𝐊(଺)(𝑥, 𝑦)

[0]ଷ×ଷ 𝐊(ସ)(𝑥, 𝑦) 𝐊(଻)(𝑥, 𝑦) [0]ଷ×ଵ

[0]ଵ×ଷ 𝐊(ଵ଴)(𝑥, 𝑦) 𝐊(ଵଷ)(𝑥, 𝑦) 0

𝐊(ଵଵ)(𝑥, 𝑦) 𝐊(ଵଶ)(𝑥, 𝑦) 𝐊(ଵହ)(𝑥, 𝑦) 𝐊(ଵ଺)(𝑥, 𝑦)⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

଼×଼

 

𝐊(௣)(𝑥, 𝑦) = [𝐊௟௝
(௣)

(𝑥, 𝑦)]ଷ×ଷ, 𝑝 = 1,2,4, 𝐊(௣)(𝑥, 𝑦) = [𝐊௟௝
(௣)

(𝑥, 𝑦)]ଷ×ଵ, 𝑝 = 5,6,7, 𝐊(௣)(𝑥, 𝑦) = [𝐊௟௝
(௣)

(𝑥, 𝑦)]ଵ×ଷ, 

𝑝 = 10,11,12, and 𝐊(௣)(𝑥, 𝑦), 𝑝 = 13,15,16 are scalar functions, 

𝐊௟௝
(ଵ)

(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝛿௟ଷ)(1 − 𝛿ଷ௝) ቈ−
1

𝜇
𝛿௟௝

1

𝑟
+ 𝛼ଵଶ

𝜕ଶ

𝜕𝑥௟𝜕𝑥௝

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
+

𝛼ଶ

𝜇(𝛼ଶ + 1)

𝜕ଶ𝑟

𝜕𝑥௟𝜕𝑥௝

቉ +

+𝛿ଷ௝(1 − 𝛿௟ଷ) ቈ
𝜇

𝜆 + 2𝜇

𝜕

𝜕𝑥௟

1

𝑟
− 𝛼ଵସ𝜆ଷ

ଶ
𝜕

𝜕𝑥௟

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
+

+𝛼ଵସ

𝜕ଷ

𝜕𝑥௟𝜕𝑥ଷ
ଶ ቆ

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
−

𝜆ଷ
ଶ

2
𝑟ቇ +

𝜆 + 𝜇

𝜆 + 2𝜇
𝑥ଷ

𝜕ଶ

𝜕𝑥௟𝜕𝑥ଷ

1

𝑟
቉ +

+𝛿௟ଷ(1 − 𝛿ଷ௝) ቈ𝛼ଵଶ

𝜕ଶ

𝜕𝑥௝𝜕𝑥ଷ

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
+

𝛼ଶ

𝜇(𝛼ଶ + 1)
𝑥ଷ

𝜕

𝜕𝑥௝

1

𝑟
቉ +

+𝛿௟ଷ𝛿ଷ௝ ቈ−
𝜕

𝜕𝑥ଷ

1

𝑟
+

𝜆 + 𝜇

𝜆 + 2𝜇
𝑥ଷ

𝜕ଶ

𝜕𝑥ଷ
ଶ

1

𝑟
+ 𝛼ଵସ

𝜕ଷ

𝜕𝑥ଷ
ଷ ቆ

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
−

𝜆ଷ
ଶ

2
𝑟ቇ −

−𝛼ଵସ𝜆ଷ
ଶ

𝜕

𝜕𝑥ଷ

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
቉
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𝐊௟௝
(ଶ)

(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝛿௟ଷ)(1 − 𝛿ଷ௝)
𝜕ଶ

𝜕𝑥௟𝜕𝑥௝

(𝛼ଵଷ𝜆଻
ଶ𝑟 − 𝛹ଵ(𝑟)) +

+𝛿ଷ௝(1 − 𝛿௟ଷ) ቆ−
𝜕ଷ𝛹ଶ(𝑟)

𝜕𝑥௟𝜕𝑥ଷ
ଶ +

𝜕𝛹ଷ(𝑟)

𝜕𝑥௟

− 𝛼ଵ଻ ൬𝑥ଷ

𝜕

𝜕𝑥ଷ

− 1൰
𝜕

𝜕𝑥௟

1

𝑟
ቇ −

−𝛿௟ଷ(1 − 𝛿ଷ௝) ቆ
𝜕ଶ𝛹ଵ(𝑟)

𝜕𝑥௟𝜕𝑥ଷ

+
𝛼ଷ𝜘ଵ

𝛼଺𝜘ଶ(𝛼ଶ + 1)
𝑥ଷ

𝜕

𝜕𝑥௝

1

𝑟
ቇ +

+𝛿௟ଷ𝛿ଷ௝ ቆ
𝜕𝛹ଷ(𝑟)

𝜕𝑥ଷ

−
𝜕ଷ𝛹ଶ(𝑟)

𝜕𝑥ଷ
ଷ − 𝛼ଵ଻𝑥ଷ

𝜕ଶ

𝜕𝑥ଷ
ଶ

1

𝑟
ቇ ,

 

𝐊௟௝
(ସ)

(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝛿௟ଷ)(1 − 𝛿ଷ௝) ቆ−
1

𝜘଺

𝛿௟௝

𝑒ିఒమ௥

𝑟
+

𝜕ଶ𝛹ହ(𝑟)

𝜕𝑥௟𝜕𝑥௝

ቇ +

+𝛿ଷ௝(1 − 𝛿௟ଷ)
𝜕

𝜕𝑥௟

ቆ
𝜆ଵ

ଶ − 𝜆ସ
ଶ

𝜆ସ
ଶ

𝑒ିఒభ௥

𝑟
+

𝜕ଶ

𝜕𝑥ଷ
ଶ (𝛹଻(𝑟) + 𝛼ଵ଼𝑟)ቇ +

+𝛿௟ଷ(1 − 𝛿ଷ௝)
𝜕ଶ𝛹ହ(𝑟)

𝜕𝑥ଷ𝜕𝑥௝

+ 𝛿௟ଷ𝛿ଷ௝ ቆ−
𝜕

𝜕𝑥ଷ

1

𝑟
+

𝜕ଷ𝛹଻(𝑟)

𝜕𝑥ଷ
ଷ +

1

𝜆ସ
ଶ

𝜕𝛹଺(𝑟)

𝜕𝑥ଷ

+

+𝛼ଵ଼𝑥ଷ

𝜕

𝜕𝑥ଷ

1

𝑟
൰ ,

 

𝐊௟ଵ
ହ (𝑥, 𝑦) = (1 − 𝛿௟ଷ) ൬

𝜕𝛹ସ(𝑟)

𝜕𝑥௟

+
𝛼ଷ

𝛼଺(𝛼ଶ + 1)
൬𝑥ଷ

𝜕

𝜕𝑥ଷ

− 1൰
𝜕𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥௟

൰ +

+𝛿௟ଷ ൬
𝛼ଷ

𝛼଺(𝛼ଶ + 1)

𝑥ଷ

𝑟
+

𝜕𝛹ସ(𝑟)

𝜕𝑥ଷ

൰ ,

𝐊௟ଵ
(଺)

(𝑥, 𝑦) =
𝜂

𝜂ଵ(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ

𝜕

𝜕𝑥௟

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
,

𝐊௟ଵ
(଻)

(𝑥, 𝑦) =
𝛼ସ

𝛼଺

𝜕

𝜕𝑥௟

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
,

𝐊ଵ௝
(ଵ଴)

(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝛿ଷ௝)
𝜘ଵ

𝛼଺𝜘ଶ

𝜕

𝜕𝑥௝

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
+

+𝛿ଷ௝

𝜘ଵ

𝜘𝜆ସ
ଶ ቆ

𝜕ଶ

𝜕𝑥ଷ
ଶ

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
− (𝜆ଵ

ଶ − 𝜆ସ
ଶ)

𝑒ିఒభ௥

𝑟
ቇ ,

𝐊ଵ௝
(ଵଵ)

(𝑥, 𝑦) = −
𝑎ହ

𝜇(𝛼ଶ + 1)
(1 − 𝛿ଷ௝)

𝜕

𝜕𝑥௝

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
+

+𝛿ଷ௝

2𝑎ହ

𝛼ଶ + 1
ቆ𝜆ଷ

ଶ
𝑒ିఒయ௥

𝑟
−

𝜕ଶ

𝜕𝑥ଷ
ଶ

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
ቇ ,

 

𝐊ଵ௝
(ଵଶ)

(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝛿ଷ௝)
𝜕

𝜕𝑥௝

ቆ
𝜘ଵ𝛼ଷ𝑎ହ

𝛼଺𝜘ଶ(𝛼ଶ + 1)

1

𝑟
−

𝑎ଶ𝜘

𝛼ହ𝛼଺𝜘ଶ

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
+

+𝛼ଽ

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
ቇ + 𝛿ଷ௝ ቆ𝛹଼(𝑟) +

𝜕ଶ

𝜕𝑥ଷ
ଶ 𝛹ଽ(𝑟)ቇ ,

𝐊(ଵଷ)(𝑥, 𝑦) = −
1

𝛼଺

ቆ
𝛼ସ𝜘ଵ

𝜘

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
+

1

𝑟
ቇ ,

𝐊(ଵହ)(𝑥, 𝑦) = 𝛼ଵ଴

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
+

𝛼ସ𝑎ଶ

𝛼ହ𝛼଺

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
,

𝐊(ଵ଺)(𝑥, 𝑦) = −
1

𝜂

𝑒ିఒయ௥

𝑟
,
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𝛹ଵ(𝑟) =
𝜘𝑎ଷ

𝛼ହ𝛼଺𝜘ଶ

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
+

𝜂𝛼ଽ

(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
,

𝛹ଶ(𝑟) =
𝑎ଷ

𝛼ହ𝜆ସ
ଶ ቆ

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
−

1

2
𝜆ଵ

ଶ𝑟ቇ +
𝜂𝛼ଵଵ

(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ ቆ

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
−

1

2
𝜆ଷ

ଶ𝑟ቇ

𝛹ଷ(𝑟) =
𝑎ଷ(𝜆ଵ

ଶ − 𝜆ସ
ଶ)

𝛼ହ𝜆ସ
ଶ

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
+

𝜂𝛼ଵଵ(𝜆ଷ
ଶ − 𝜆ହ

ଶ)

(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
,

 

𝛼ଵ଻(𝑟) =
𝑎ଷ𝜆ଵ

ଶ

2𝛼ହ𝜆ସ
ଶ +

𝛼ଵଵ𝜂

2(𝜆 + 2𝜇)
−

𝜘ଵ𝛼ଷ

𝜘(𝛼ଶ + 1)𝜆ସ
ଶ ,

𝛹ସ(𝑟) =
𝑎ଷ𝛼ସ

𝛼ହ𝛼଺

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
−

𝜂𝛼ଵ଴

(𝜆 + 2𝜇)𝜆ଷ
ଶ

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
,

𝛹ହ(𝑟) =
1

𝜘ଶ

𝑒ିఒమ௥ − 1

𝑟
−

𝜘

𝜘ଶ𝛼଺

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
,

𝛹଺(𝑟) =
𝛼଺𝜆ଶ

ଶ

𝜘𝜆ସ
ଶ

𝑒ିఒమ௥ − 1

𝑟
+

𝜆ଵ
ଶ − 𝜆ସ

ଶ

𝜆ସ
ଶ

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
,

𝛹଻(𝑟) =
𝛼଺

𝜘𝜆ସ
ଶ ቆ

𝑒ିఒమ௥ − 1

𝑟
−

1

2
𝜆ଶ

ଶ𝑟ቇ −
1

𝜆ସ
ଶ ቆ

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
−

1

2
𝜆ଵ

ଶ𝑟ቇ ,

𝛼ଵ଼ =
𝜆ଶ

ଶ𝛼଺ − 𝜘𝜆ଵ
ଶ

2𝜘𝜆ସ
ଶ ,

𝛹଼(𝑟) =
𝑎ଷ(𝜆ଵ

ଶ − 𝜆ସ
ଶ)

𝛼ହ𝜆ସ
ଶ

𝑒ିఒభ௥

𝑟
− 𝛼ଵଵ(𝜆ଷ

ଶ − 𝜆ହ
ଶ)

𝑒ିఒయ௥

𝑟
,

𝛹ଽ(𝑟) = 𝛼ଵଵ

𝑒ିఒయ௥ − 1

𝑟
−

𝑎ଶ

𝛼ହ𝜆ସ
ଶ

𝑒ିఒభ௥ − 1

𝑟
.

 

Let us introduce the generalized thermostress operators 

𝐏(𝜕, 𝑛)𝑈 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐓(ଵ)(𝜕, 𝑛) [0]ଷ×ଷ −𝛾𝑛ୃ 𝜂𝑛ୃ

[0]ଷ×ଷ 𝐓(ଶ)(𝜕, 𝑛) [0]ଷ×ଵ [0]ଷ×ଵ

[0]ଵ×ଷ 𝜘ଵ𝑛 𝜘
𝜕

𝜕𝑛
0

[0]ଵ×ଷ −𝜘଻𝑛 𝑜 𝜂ଵ

𝜕

𝜕𝑛 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

଼×଼

 

where 𝑛 = (0,0,1) is a normal vector 

𝐓(௣)(𝜕, 𝑛) = ൣ𝐓௞௟
(௣)

(𝜕, 𝑛)൧
ଷ×ଷ

,   𝑝 = 1,2,

𝐓௞௟
(ଵ)

(𝜕, 𝑛) = 𝜇𝛿௞௟

𝜕

𝜕𝑥ଷ

+ 𝜆𝛿௞ଷ

𝜕

𝜕𝑥௟

+ 𝜇𝛿ଷ௟

𝜕

𝜕𝑥௞

,    𝑘, 𝑙 = 1,2,3,

𝐓௞௟
(ଶ)

(𝜕, 𝑛) = 𝜘଺𝛿௞௟

𝜕

𝜕𝑥ଷ

+ 𝜘ସ𝛿௞ଷ

𝜕

𝜕𝑥௟

+ 𝜘ହ𝛿ଷ௟

𝜕

𝜕𝑥௞

,    𝑘, 𝑙 = 1,2,3.

 

Calculate the stress vector 𝐏(𝜕, 𝑛)𝑈 by (4.9), we have 

 𝐏(𝜕, 𝑛)𝑈(𝑥) =
ଵ

ଶగ
∬ 𝐿

ାஶ

ିஶ
(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑦ଵ𝑑𝑦ଶ ,        (4.10) 

where 

𝐋(𝑥, 𝑦) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐋(ଵ)(𝑥, 𝑦) 𝐋(ଶ)(𝑥, 𝑦) 𝐋(ହ)(𝑥, 𝑦) 𝐋(଺)(𝑥, 𝑦)

[0]ଷ×ଷ 𝐋(ସ)(𝑥, 𝑦) 𝐋(଻)(𝑥, 𝑦) [0]ଷ×ଵ

[0]ଵ×ଷ 𝐋(ଵ଴)(𝑥, 𝑦) 𝐋(ଵଷ)(𝑥, 𝑦) 0

𝐋(ଵଵ)(𝑥, 𝑦) 𝐋(ଵଶ)(𝑥, 𝑦) 𝐋(ଵହ)(𝑥, 𝑦) 𝐋(ଵ଺)(𝑥, 𝑦)⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

଼×଼

, 
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𝐋(௣)(𝑥, 𝑦) = ൣ𝐋௞௝
(௣)

(𝑥, 𝑦)൧
ଷ×ଷ

,   𝑝 = 1,2,3,4,  𝐋(௣)(𝑥, 𝑦) = ൣ𝐋௞௝
(௣)

(𝑥, 𝑦)൧
ଷ×ଵ

,   𝑝 = 5,6,7,8,

𝐋(௣)(𝑥, 𝑦) = ൣ𝐋௞௝
(௣)

(𝑥, 𝑦)൧
ଵ×ଷ

,   𝑝 = 9,10,11,12,  𝐋(௣)(𝑥, 𝑦),   𝑝 = 13,14,15,16,
 

are scalar functions, 

𝐋௞௝
(௣)

(𝑥, 𝑦) = ෍ 𝐓௞௟
(ଵ)

ଷ

௟ୀଵ

(𝜕, 𝑛)𝐊௟௝
(௣)

(𝑥, 𝑦) + (𝜂𝐊ଵ௝
(ଵ଴ା௣)

(𝑥, 𝑦) − 𝛾𝛿ଶ௣𝐊௟௝
(ଵ଴)

(𝑥, 𝑦))𝛿௞ଷ,   𝑝 = 1,2,

𝐋௞௝
(ସ)

(𝑥, 𝑦) = ෍ 𝐓௞௟
(ଶ)

ଷ

௟ୀଵ

(𝜕, 𝑛)𝐊௟௝
(ସ)

(𝑥, 𝑦),

𝐋௞ଵ
(௣)

(𝑥, 𝑦) = ෍ 𝐓௞௟
(ଵ)

ଷ

௟ୀଵ

(𝜕, 𝑛)𝐊௟ଵ
(௣)

(𝑥, 𝑦) + (𝜂𝐊(ଵ଴ା௣)(𝑥, 𝑦) − 𝛾𝛿௣ହ𝐊(ଵଷ)(𝑥, 𝑦))𝛿௞ଷ,   𝑝 = 5,6,

𝐋௞ଵ
(଻)

(𝑥, 𝑦) = ෍ 𝐓௞௟
(ଶ)

ଷ

௟ୀଵ

(𝜕, 𝑛)𝐊௟ଵ
(଻)

(𝑥, 𝑦),

 

𝐋ଵ௝
(ଵ଴)

(𝑥, 𝑦) = 𝜘
𝜕

𝜕𝑥ଷ

𝐊ଵ௝
(ଵ଴)

(𝑥, 𝑦) + 𝜘ଵ𝐊ଵ௝
(ସ)

(𝑥, 𝑦),

𝐋ଵ௝
(ଵଵ)

(𝑥, 𝑦) = 𝜂ଵ

𝜕

𝜕𝑥ଷ

𝐊ଵ௝
(ଵଵ)

(𝑥, 𝑦),  𝐋ଵ௝
(ଵଶ)

(𝑥, 𝑦) = 𝜂
𝜕

𝜕𝑥ଷ

𝐊ଵ௝
(ଵଶ)

(𝑥, 𝑦) − 𝜘଻𝐊ଵ௝
(ସ)

(𝑥, 𝑦),

𝐋(ଵଷ)(𝑥, 𝑦) = 𝜘
𝜕

𝜕𝑥ଷ

𝐊(ଵଷ)(𝑥, 𝑦) + 𝜘ଵ𝐊ଵଵ
(଻)

(𝑥, 𝑦),

𝐋(ଵହ)(𝑥, 𝑦) = 𝜂
𝜕

𝜕𝑥ଷ

𝐊ଵ௝
(ଵହ)

(𝑥, 𝑦) − 𝜘଻𝐊ଵଵ
(଻)

(𝑥, 𝑦),

𝐋(ଵ଺)(𝑥, 𝑦) = 𝜂ଵ

𝜕

𝜕𝑥ଷ

𝐊(ଵ଺)(𝑥, 𝑦).

 

From the equations (4.6), we obtained 

𝑓መ௝′(0) = 0,   𝑓መ௝″(0) = 0,    𝑗 = 1,2,   𝑓መସ′(0) = 0. 

If in this equality we use (4.7), then we obtain 

 
∬ 𝑓

ାஶ

ିஶ
′௝(𝑦)𝑑𝑦ଵ𝑑𝑦ଶ = 0,    ∬ 𝑓

ାஶ

ିஶ
″௝(𝑦)𝑑𝑦ଵ𝑑𝑦ଶ = 0,    𝑗 = 1,2

∬ 𝑓
ାஶ

ିஶ
′ସ(𝑦)𝑑𝑦ଵ𝑑𝑦ଶ = 0.

        (4.11) 

Thus (4.11) provides the convergence of integrals (4.9) and (4.10) if the vector 𝑓(𝑦) is smooth. Assume that the 

functions 𝑓′ଷ(𝑦),  𝑓″ଷ(𝑦) ∈ 𝐶ଵ,ఈ(𝜕𝛺), 𝑓′ସ(𝑦),  𝑓″ସ(𝑦),  𝑓′௝(𝑦), 𝑓″௝(𝑦) ∈ 𝐶଴,ఈ(𝜕𝛺),   𝑗 = 1,2,   0 < 𝛼 < 1, then by 

straight forward verification we establish that the vector 𝑈(𝑥) represented in form (4.9) is a solution of system (2.1)-

(2.4) in the domain 𝛺ି. If in the functions 𝑢ଷ(𝑥) and 𝑤ଷ(𝑥) from (4.9), the functions {𝐏(ଵ)(𝜕, 𝑛)𝑈′(𝑥)}௝ , 

{𝐏(ଶ)(𝜕, 𝑛)𝑤(𝑥)}௝ , 𝑗 = 1,2, 𝐏(ଷ)(𝜕, 𝑛)𝑈″(𝑥), 𝐏(ସ)(𝜕, 𝑛)𝑈‴(𝑥) from (4.10) we pass to the limit as 𝑥 → 𝑦 ∈ 𝜕𝛺 (𝑥ଷ → 0) 

and take into account that the kernels of the integral representation of these functions are equal to zero when and 

also 𝑥ଷ = 0, 

lim
௫→௬

1

2𝜋
ඵ

𝜕

𝜕𝑥ଷ

ାஶ

ିஶ

1

𝑟
𝑓(𝑦) 𝑑𝑦ଵ𝑑𝑦ଶ = −𝑓(𝑦),    𝑦 ∈ 𝜕𝛺, 

We obtain that the vector 𝑈(𝑥) represented in form (4.9) satisfies the boundary conditions (3.1). 

If the boundary vector-function, satisfies the conditions 
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|𝑓′ଷ(𝑦)|,   |𝑓″ଷ(𝑦)| <
𝐴

1 + |𝑦|
,  |𝑓′ସ(𝑦)|,  |𝑓″ସ(𝑦)|,  |𝑓′௝(𝑦)|,  |𝑓″௝(𝑦)| <

𝐴

1 + |𝑦|ଶ
,

𝑗 = 1,2,    𝑦 ∈ 𝜕𝛺,    𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 𝑜,

 

then the vector 𝑈(𝑥) represented by formula (4.9) is a regular solution of problem (𝐼𝐼𝐼)ି which satisfies the 

following decay conditions at infinity 

𝑢ଷ(𝑥),  𝑤ଷ(𝑥) = 𝑂(|𝑥|ିଵ),  𝜕௞𝑢ଷ(𝑥),  𝜕௞𝑤ଷ(𝑥) = 𝑂(|𝑥|ିଶln|𝑥|),   𝑘 = 1,2,3,

𝑢௝(𝑥),  𝑤௝(𝑥),   𝜃(𝑥),   𝑣(𝑥) = 𝑂(|𝑥|ିଵln|𝑥|),   𝑗 = 1,2,

𝜕௞𝑢௝(𝑥),  𝜕௞𝑤௝(𝑥),  𝜕௞𝜃(𝑥),  𝜕௞𝑣(𝑥) = 𝑂(|𝑥|ିଶ),   𝑘 = 1,2,3,   𝑗 = 1,2,  𝜕௞ =
𝜕

𝜕𝑥

 

 
 
Conclusion. Analogousy can be treated the IV type boundary value problem for a half-space. 
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ლი ფორმულა მეტად მოხერხებული და მნიშვნელოვანია მრავალი კერძო ამოცანის ამოსახსნელად კონკრე-

ტული გეომეტრიის მქონე სხეულებისთვის; განხილულია III ტიპის ამოცანა ნახევარსივრცისათვის და 

დამტკიცებულია ამონახსნის ერთადერთობის თეორემა (ამონახსნები მიღებულია კვადრატურებში). 

Resume: 

საკვანძო სიტყვები  თერმოდრეკადობა; მიკროდაჭიმულობა; მიკროტემპერატურა; ფუნქცია; ფუ-

რიეს გარდაქმნა. 
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Аннотация. Система  дифференциальных уравнений для изотропного микроструктурного упругого тела, 

выраженной через векторное перемещание, вектор микротемпературы, вектор микровращений, функции 
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В статье  рассмотрен случай статики  линейной теории термоупругости с учетом микрорастяжений и мик-

ротемпературы. Получена формула представлений общих решений системы дифференциальных уравнений 
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удобней при решении частных задач для тел конкретной геометрии. В работе рассмотрена задача III –го типа 
для полупространства. Даказана теорема единственности этой задачи. Решение получено в квадратурах. 
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ანოტაცია. ტემპერატურა არის ერთ-ერთი პარა-

მეტრი, რომელიც გავლენას ახდენს ემბრიონის გან-

ვითარებაზე, ამიტომ უაღრესად მნიშვნელოვანია ემ-

ბრიო-ინკუბატორში ტემპერატურის სტაბილურო-

ბის შენარჩუნება. თანამედროვე ინკუბატორებში 

ტემპერატურის გარკვეული სიზუსტე მიღწეულია, 

თუმცა ფლუქტუაციები მაინც არ არის აღმოფხვ-

რილი. კვლევის მიზანია ტემპერატურის სიზუსტის 

გაუმჯობესება ფლუქტუაციების შემცირებით.  

თანამედროვე ინკუბატორებში ინფრაწითელი 

სენსორით ტემპერატურის მართვა არ გამოიყენება. 

გამათბობელი ელემენტი ჩართულია სასურველი 

ტემპერატურის მიღწევამდე და ავტომატურად 

ითიშება სასურველი მაჩვენებლის მიღწევის შემ-

დეგ. გამათბობელი ელემენტი გათიშვის შემდეგ 

თბება გარკვეულ ტემპერატურამდე, გაცივებისას კი 

შებრუნებული პროცესი მიმდინარეობს. შეუსაბამო 

ტემპერატურამ შესაძლოა უარყოფითად იმოქმე-

დოს ემბრიონზე. გამთბარ ზედაპირსა და სენსორს 

შორის თბოგადაცემისთვის საჭირო დრო ასევე 

აფერხებს რეაგირებას. ამ პროცესის უფრო ზუსტი 

კონტროლისთვის შემუშავდა ახალი პრინციპი, რო-

მელიც გამათბობელი ელემენტისთვის გულისხ-

მობს დენის მიწოდებას სხვადასხვა ტემპერატუ-

რაზე სხვადასხვა სიხშირის პულსაციით, ტემპერა-

ტურის სენსორად კი გამოყენებულია ინფრაწითე-

ლი სენსორი, რაც თერმოწყვილსა და თერმისტორ-
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თან შედარებით ტემპერატურის ცვლილებაზე უფ-

რო სწრაფად რეაგირებს და უფრო სწრაფად აწვდის 

მონაცემებს მაკონტროლებელ ბლოკს. შედეგად 

მიღწეულ იქნა, თანამედროვე სისტემებთან შედა-

რებით, ბევრად სტაბილური ტემპერატურა – ნაკ-

ლები ფლუქტუაციებით.  

 

საკვანძო სიტყვები: განივიმპულსური მოდუ-

ლაცია; გრადიენტი; ემბრიო-ინკუბატორი; ემბრიო-

ნის კულტივაცია; ინ ვიტო განაყოფიერება; ინფრა-

წითელი სენსორი; ტემპერატურის ფლუქტუაცია. 

 

შესავალი 

ადამიანის ემბრიონებისთვის საჭირო იდეალუ-

რი ტემპერატურული მაჩვენებელი კარგად შესწავ-

ლილი არ არის, მაგრამ ფიზიოლოგიური და გენე-

ტიკური გადახრების თავიდან ასაცილებლად ემ-

ბრიოლოგების უმრავლესობა მიიჩნევს, რომ ყვე-

ლანაირ ზედაპირს, ხსნარს ან დანადგარს, რომე-

ლიც შეხებაშია ემბრიონთან, უნდა ჰქონდეს 37,0°C 

ტემპერატურა. მიჩნეულია, რომ კულტივირებისთ-

ვის საუკეთესოა 37,0°C-დან 37,5°C-მდე ტემპერატუ-

რული შუალედი [1].  

ტემპერატურა ერთ-ერთი უმნიშვნელოვანესი პა-

რამეტრია ემბრიო-კულტურისთვის. ინ ვივო სხე-

ულის შინაგანი ტემპერატურა 37,0°C-ია, მაგრამ, ტემ-

პერატურის გაზომვის მეთოდიდან გამომდინარე, ეს 

მნიშვნელობა შესაძლოა არ იყოს ზუსტი [2]. 

ადამიანის სხეულის ნორმალური ტემპერატუ-

რაა 36,5–37,5°C ტემპერატურულ ზღვრებში [3]. 

ტემპერატურის ცვლილება ასევე გავლენას ახდენს 

pH-ზე. თაგვის ემბრიონების გამოყენებით მიმდი-

ნარე კვლევაში, რომელსაც ხშირად იყენებენ ადა-

მიანის ემბრიონების კულტივაციის პირობების შე-

სამოწმებლად, მიტოზური დაყოფა ჩვეულებრივ 

უფრო ნელა მიმდინარეობს დაბალ ტემპერა-

ტურებზე, რაც ტემპერატურის მატებასთან ერთად 

ჩქარდება. ამ პროცესზე ტემპერატურის 0,5°C-ის 

სხვაობას მნიშვნელოვანი გავლენის მოხდენა შე-

უძლია [2]. 

ემბრიონის განვითარება და მისი მეტაბოლური 

აქტივობა 5–10%-ით იცვლება ტემპერატურის 0,5 °C 

– 1,0 °C ცვლილებისას (მომატება ან დაკლება) [4]. 

  

ძირითადი ნაწილი 

ინ ვიტრო განაყოფიერების კლინიკების ემბრიო-

ინკუბატორში მოთავსებული ემბრიონის განვითა-

რებისთვის აუცილებელია მასზე მოქმედი სხვა-

დასხვა პარამეტრის სიზუსტე და კონტროლი. აღ-

ნიშნული პარამეტრებიდან ერთ-ერთია ტემპერა-

ტურა. ინკუბატორებს, რომლებიც გამოიყენება ინ 

ვიტრო განაყოფიერების კლინიკებში, შესაძლებ-

ლობა აქვს აკონტროლოს სხვადასხვა პარამეტრი, 

რათა არ მოხდეს მათი გადახრა მითითებული წერ-

ტილებიდან, რადგან მათი კონტროლის სიზუსტე 

აისახება ემბრიონის განვითარებაზე. რაც უფრო 

ზუსტია პარამეტრების კონტროლი და რაც უფრო 

ნაკლებია ფლუქტუაციები, მით უკეთესი შედეგი 

მიიღწევა ემბრიონის განვითარების თვალსაზრი-

სით, ხოლო ფლუქტუაციები უარყოფით გავლენას 

ახდენს ემბრიონებზე [5].  

კვლევის მიზანია ტემპერატურის რეგისტრაცი-

ისა და გამათბობელი სისტემის გათბობის კონტრო-

ლის ახალი, დღეისთვის ემბრიო-ინკუბატორებში 

გამოყენებული სისტემისგან განსხვავებული, სის-
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ტემის შექმნა, რომელსაც ექნება ტემპერატურული 

ცვლილების უფრო სწრაფი და ზუსტი დაფიქსი-

რების უნარი, რომელიც სიგნალს გადასცემს ტემპე-

რატურის მაკონტროლებელ ბლოკს, ხოლო გამათ-

ბობელი ელემენტი კამერას სითბოს მიაწვდის უფ-

რო ზუსტად და ნაკლები ფლუქტუაციებით, რაც 

უზრუნველყოფს ინკუბატორის კამერაში სტაბი-

ლური ტემპერატურული რეჟიმის შექმნას. 

მასალები და მეთოდები. ტემპერატურა კონტ-

როლდება თანამედროვე ემბრიო-ინკუბატორებში 

გამოყენებულ თბოგადაცემაზე დაფუძნებული სენ-

სორებით – თერმისტორი და თერმოწყვილი. გამათ-

ბობელი ელემენტის კვების მიწოდებისთვის გამო-

ყენებულ იქნა ორი ტიპის ჩამრთველი – მაგნიტური 

რელე და ნახევარგამტარული ჩამრთველი, რომე-

ლიც ორი ველის ტრანზისტორისგან შედგება. ტემ-

პერატურის სტაბილურობა შემოწმდა სხვადასხვა 

კომბინაციით: თერმისტორი – მაგნიტური რელე; 

თერმისტორი – ნახევარგამტარული ჩამრთველი; 

თერმოწყვილი – მაგნიტური რელე; თერმოწყვილი 

– ნახევარგამტარული ჩამრთველი. კვლევაში გა-

მოყენებული სისტემები საჭირო იყო იმისათვის, 

რომ მათ მიერ მიღებული მონაცემების შედარება 

მომხდარიყო კვლევისთვის საგანგებოდ შექმნილი 

ინფრაწითელი პიროსენსორისა და ნახევარგამ-

ტარული ჩამრთველის კომბინაციის სისტემის მიერ 

მიღებულ მონაცემებთან. მსგავსი სისტემები ემბ-

რიო-ინკუბატორებში არ გამოიყენება. დამატებითი 

ინფორმაციისთვის ასევე მოხდა ინფრაწითელი პი-

როსენსორის და მაგნიტური რელეს სისტემის გამო-

ყენებაც. ნახევარგამტარულ ჩამრთველს დენი მიე-

წოდა განივიმპულსური მოდულაციით და სხვა-

დასხვა იმპულსის შევსების კოეფიციენტით, გრა-

დიენტით – ტემპერატურაზე დამოკიდებულებით. 

საკვლევი ტემპერატურა იყო 37,00°C. თერმისტორი 

და თერმოწყვილი პირდაპირ კონტაქტშია გამთბარ 

ზედაპირთან, ხოლო არსებული სივრცე შევსებუ-

ლია თერმოპასტით. 

ობიექტის ტემპერატურა გაიზომა რეალურ დრო-

ში. მონაცემები იწერებოდა სისტემის ლოგერის მიერ 

ყოველ 3 წამში. სისტემა ასევე აღჭურვილი იყო დამა-

ტებითი სენსორით, რომელიც პარალელურად იწერ-

და გარემოს ტემპერატურას. თითოეული სისტე-

მისთვის გაკეთდა 5500 ჩანაწერი, რომელშიც დაფიქ-

სირდა ფლუქტუაციისას მიღებული ყველაზე მაღა-

ლი და დაბალი ტემპერატურის მნიშვნელობები. 

ტემპერატურის სხვადასხვა მნიშვნელობის და 

მათი შესაბამისი მეანდრის სიგნალის იმპულსის შევ-

სების კოეფიციენტები განისაზღვრა ექსპერიმენტუ-

ლად, მრავალჯერადი გაზომვის შედეგად. ტემპერა-

ტურის მნიშვნელობები და მათი შესაბამისი იმპულ-

სის შევსების კოეფიციენტები იმგვარად შეირჩა, რომ 

საკვლევ ტემპერატურაზე მიღწეულ იქნა ტემპერა-

ტურის კონტროლის სიზუსტე, დაბალი ფლუქტუა-

ციებით. განივიმპულსური მოდულაციის სიგნალე-

ბის იმპულსის შევსების კოეფიციენტები და გამათ-

ბობელ ელემენტზე მოდებული სიმძლავრეები გაი-

ზომა Hantek 2D42 ოსცილოსკოპ-მულტიმეტრით. 

მოცემულ შემთხვევაში საკვლევი ტემპერატურა იყო 

37,0°C. მიღებული მონაცემები დამუშავდა Excel-ის 

ტრენდის ხაზის ფუნქციით და შესწორდა Excel-ის 

მიერ გამოყვანილი ფორმულით (სურ. 1ა, 1ბ).



მედიცინა – Medicine – Медицина  

 

_____________________________________ 
ISSN 1512-0996  სტუ-ის შრომები – Works of GTU – Труды ГТУ 
www.shromebi.gtu.ge 223  №2 (520), 2021 

 
სურ. 1ა. ტემპერატურის მნიშვნელობების გრაფიკი, რომელზეც  

ხდება სიმძლავრეების ცვლილება 
 

 
სურ. 1ბ. გამათბობელი ელემენტის ჩართვის გრაფიკი სხვადასხვა  

იმპულსის შევსების კოეფიციენტებით 
 

მაკონტროლებელი ბლოკი ისეა დაპროგრამებუ-

ლი, რომ ტემპერატურის შესაბამის მნიშვნელობაზე 

გამათბობელს გრადიენტით მიეწოდოს შესაბამისი 

იმპულსის შევსების კოეფიციენტის განივიმპულ-

სური მოდულაციის სიგნალი. 

ექსპერიმენტული კამერა შედგება 1,3 მმ სისქის 

ალუმინის კორპუსისგან, გარემოსგან იზოლირე-

ბულია 13 მმ სისქის პოლიურეთანის ქაფ-პლასტის 

ფილებით, კამერის მოცულობა – 500 სმ3, ინფრა-

წითელი სენსორი განთავსებულია 10 მმ დაშორებით 

და გარემოსგან იზოლირებულია ქაფ-პლასტით.  

გამათბობელ ელემენტად გამოიყენეს 12-ვოლ-

ტიანი, 60-ვატიანი PTC გამათბობელი. გამათბო-

ბელი ელემენტის გათბობის ზედაპირის ფართობია 

22,34 სმ2. 

გამათბობელ ელემენტზე მოდებული იყო 11,0 

ვოლტი მუდმივი დენი. 
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გამათბობელი ელემენტის კვების წყარო – 2-

ამპერიანი კვების ბლოკი KLY-2402000, 3–24 ვ რე-

გულირებადი პოტენციომეტრით. 

 მაკონტროლებლად გამოყენებულ იქნა 

Mega2560pro, PWM სიგნალით გამათბობელი ელე-

მენტის ჩამრთველად კი – GA6L1K მეტალის ოქსი-

დის ველის ტრანზისტორების ბაზაზე მომუშავე 

ტრიგერი, მაგნიტური რელე – JQC-3FF-S-Z, ინფრა-

წითელი სენსორი – MLX90616, თერმოწყვილი – TP-

01, თერმისტორის მოდელი – 55000. 

მიღებული მეანდრის იმპულსის შევსების კოე-

ფიციენტები და მათი გამოსახულება ოსცილოს-

კოპზე მოცემულია მე-2 სურ-ზე:  

ტემპერატურა<34,84°C, PWM იმპულსის შევსე-

ბის კოეფიციენტი – 73%;  

ტემპერატურა<35,46°C, PWM იმპულსის შევსე-

ბის კოეფიციენტი – 31.4%;  

ტემპერატურა<36,97°C, PWM იმპულსის შევსე-

ბის კოეფიციენტი – 19.6%;  

ტემპერატურა<36,38°C, PWM იმპულსის შევსე-

ბის კოეფიციენტი – 14.2%; 

ტემპერატურა<36,69°C, PWM იმპულსის შევსე-

ბის კოეფიციენტი – 11.3%;  

ტემპერატურა<36,89°C, PWM იმპულსის 

შევსების კოეფიციენტი – 9.3%;  

ტემპერატურა<36,98°C, PWM იმპულსის შევსე-

ბის კოეფიციენტი – 7.4%; 

ტემპერატურა<36.99°C, PWM იმპულსის შევსე-

ბის კოეფიციენტი – 0%. 

 

 
სურ. 2. იმპულსის გამოსახულება სხვადასხვა შევსების კოეფიციენტის მნიშვნელობისას 
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თერმისტორისა და მაგნიტური რელეს გამოყე-

ნებით აღინიშნა ყველაზე მაღალი ფლუქტუაციები 

როგორც 37,000C ზემოთ, ისე მის ქვემოთ, ვიდრე 

თერმისტორისა და ნახევარგამტარული ჩამრთვე-

ლის გამოყენების შემთხვევაში, სადაც დენის მიე-

წოდა განივიმპულსური მოდულაციით, გრადიენ-

ტით – ტემპერატურაზე დამოკიდებულებით. 

 თერმოწყვილისა და მაგნიტური რელეს გამოყე-

ნებით აღინიშნა უფრო მაღალი ფლუქტუაციები, 

ვიდრე თერმოწყვილისა და ნახევარგამტარული 

ჩამრთველის გამოყენების შემთხვევაში, მაგრამ ეს 

იყო უფრო ნაკლები ფლუქტუაციები, ვიდრე თერ-

მისტორის დროს. ინფრაწითელი პიროსენსორის და 

მაგნიტური რელეს შემთხვევაში უფრო მაღალი 

ფლუქტუაციები დაფიქსირდა, ვიდრე ნახევარგამ-

ტარული ჩამრთველის გამოყენების შემთხვევაში. 

ინფრაწითელი პიროსენსორის კომბინაციით ნახ-

ევარგამტარულ ჩამრთველთან, რომელიც გამათ-

ბობელ ელემენტს სიგნალს აწვდიდა განივიმპულ-

სური მოდულაციით და გრადიენტით – ტემპე-

რატურაზე დამოკიდებულებით, ყველაზე ზუსტი 

ტემპერატურის კონტროლი და დაბალი ფლუქ-

ტუაციები აჩვენა თერმისტორსა და თერმოწყვილ-

თან შედარებით (ცხრილი). ობიექტის და გარემოს 

ტემპერატურები მოცემულია გრაფიკებზე (სურ. 3, ა, 

ბ, გ, დ, ე, ვ). 

 

საკვლევი ობიექტის და გარემოს ტემპერატურები, თითოეული სენსორისთვის  
აღებულია 5500 წერტილი. გაზომვებს შორის ინტერვალი 3 წმ 
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იწ სენსორი - 
ნახევარგამტარული 

ჩამრთველი 
36,98 36,81 37,11 24,37 23,45 25,87 

იწ სენსორი - მაგნიტური 
რელე 

37,16 36,89 37,71 25,93 23,23 24,63 

თერმისტორი - 
ნახევარგამტარული 

ჩამრთველი 
36,98 33,87 41,12 24,06 22,27 25,55 

თერმისტორი - 
მაგნიტური რელე 

38,18 34,29 41,68 24,92 23,17 26,17 

თერმოწყვილი - 
ნახევარგამტარული 

ჩამრთველი 
36,98 36,00 37,75 24,21 22,23 26,09 

თერმოწყვილი - 
მაგნიტური რელე 

37,75 36,50 39,25 24,62 22,81 26,25 
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(ე) 

 

 

(ვ) 

სურ. 3. ობიექტის და გარემოს ტემპერატურების გრაფიკები 

 

მე-3 სურ-ზე წარმოდგენილია 5500 გაზომვის შე-

დეგად მიღებული საკვლევი ობიექტის (ზედა მრუ-

დი) და გარემოს (ქვედა მრუდი) ტემპერატურის 

ცვლილების გრაფიკული გამოსახულება. გაზომ-



მედიცინა – Medicine – Медицина 

 

_____________________________________ 
სტუ-ის შრომები – Works of GTU – Труды ГТУ  ISSN 1512-0996 
№2 (520), 2021 228 www.shromebi.gtu.ge 

ვებს შორის ინტერვალი 3 წამს შეადგენს. (ა) გრა-

ფიკზე გამოსახულია საკვლევი ობიექტის ტემპერა-

ტურის ცვლილება, რომელიც გაზომილია ინფრაწი-

თელი სენსორით; გამათბობელ ელემენტს კვება მიე-

წოდებოდა PWM კონტროლით. (ბ) გრაფიკზე გამო-

სახულია საკვლევი ობიექტის ტემპერატურის ცვლი-

ლება, რომელიც გაზომილია ინფრაწითელი სენსო-

რით, გამათბობელი ელემენტისათვის კვების მიწო-

დება გაკონტროლდა მაგნიტური რელეთი. (გ) გრა-

ფიკზე გამოსახულია საკვლევი ობიექტის ტემპერა-

ტურის ცვლილება, რომელიც გაზომილია თერმი-

სტორით; გამათბობელ ელემენტს კვება მიეწოდა 

PWM კონტროლით. (დ) გრაფიკზე გამოსახულია 

საკვლევი ობიექტის ტემპერატურის ცვლილება, რო-

მელიც გაზომილია თერმისტორით; გამათბობელი 

ელემენტისათვის კვების მიწოდება გაკონტროლდა 

მაგნიტური რელეთი. (ე) გრაფიკზე გამოსახულია 

საკვლევი ობიექტის ტემპერატურის ცვლილება, რო-

მელიც გაზომილია თერმისტორით; გამათბობელ 

ელემენტს კვება მიეწოდა PWM კონტროლით. (ვ) 

გრაფიკზე გამოსახულია საკვლევი ობიექტის ტემ-

პერატურის ცვლილება, რომელიც გაზომილია თერ-

მოწყვილით; გამათბობელი ელემენტისათვის კვების 

მიწოდება გაკონტროლდა მაგნიტური რელეთი. 

კვლევის ჩატარების საჭიროება გამოწვეულია 

თანამედროვე ემბრიო-ინკუბატორებში გამოყენე-

ბული ტემპერატურის კონტროლის ხარვეზების 

შესასწავლად და კონტროლის გაუმჯობესებული 

სისტემის შესაქმნელად. ემბრიოლოგიაში არსებობს 

კვლევები სხვადასხვა ინკუბატორით, როდესაც 

ხდება ტემპერატურის და სხვა პარამეტრების გავ-

ლენის შესწავლა ემბრიონების განვითარებაზე [2, 3, 

5]. საჭიროა თვით ინკუბატორების სენსორების, 

მათი ტემპერატურისა და სხვა პარამეტრების კონტ-

როლის სისტემების უფრო ღრმად შესწავლა. ინკუ-

ბატორის კამერაში ტემპერატურის გაზომვის პრო-

ცესი ხანმოკლეა და მკაფიო სურათს არ იძლევა 

გამათბობელი ელემენტის მიერ გამოცემული სით-

ბოს სტაბილურობის ან ტემპერატურის სენსორის 

მოქმედების დროის შესახებ. ტემპერატურის მოქმე-

დების დროს დიდი მნიშვნელობა აქვს, ვინაიდან 

სენსორის მიერ გადაცემული ტემპერატურით  ხდე-

ბა გამათბობელი ელემენტის ჩართვა ან გამორთვა. 

დაგვიანებული რეაქციის გამო, გამათბობელი ელე-

მენტის ტემპერატურა შეიძლება ბევრად გადასცდეს 

მითითებული ტემპერატურის მნიშვნელობას. ასევე 

შეიძლება ითქვას გამათბობელ ელემენტზეც. თუ 

გამათბობელი ელემენტი, მაგალითად, საჭიროზე 

მეტ სითბოს მიაწვდის კამერას, სენსორის მიერ 

დროულად გადაცემული ინფორმაციის მიუხედა-

ვად, გამათბობელი ინერციით გადახურდება. მაგი-

დის ინკუბატორში, რომლის კამერის ანალოგი 

დაამზადეს და გამოიყენეს კვლევაში, ემბრიონებს 

აქვთ პირდაპირი კონტაქტი გამთბარ ზედაპირთან. 

ემბრიონი მოთავსებულია პეტრის ჯამში რამდე-

ნიმე მიკროლიტრ სპეციალურ ხსნარის წვეთში, 

ხოლო ზემოდან დამატებული აქვს სპეციალური 

ზეთი, რათა ხსნარი არ აორთქლდეს. აღნიშნული 

უმცირესი რაოდენობის წვეთი ძალიან მგრძნობია-

რეა ტემპერატურის ცვლილების მიმართ. ფლუქ-

ტუაციების გავლენა ემბრიონის განვითარებაზე 

კარგად არ არის შესწავლილი, ამიტომ სამომავლოდ 

საჭიროა ემბრიონის განვითარებაზე ფლუქტუაციე-

ბის გავლენის შესწავლა.  

 როგორც კვლევამ აჩვენა, თერმოწყვილსა და 

თერმისტორს აქვს მაღალი ფლუქტუაციები ინფრა-
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წითელ სენსორთან შედარებით, ვინაიდან თბოგა-

დაცემა დროში შედარებით აგვიანებს. ინფრაწითე-

ლი სენსორის უპირატესობა იმაში მდგომარეობს, 

რომ იგი არ მუშაობს თბოგადაცემის პრინციპით და 

ინფრაწითელი სპექტრის გაზომვა გაცილებით 

სწრაფად ხდება, რაც მის სისწრაფეს განაპირობებს.  

რაც შეეხება გამათბობელ ელემენტს, აღნიშნულ 

კვლევაში გამოყენებული ორი სახის ჩამრთველის 

შედარებით აშკარად გამოიკვეთა განივიმპულსური 

მოდულაციის სიგნალით (PWM) მართვადი ნახე-

ვარგამტარული ჩამრთველის უპირატესობა მაგნი-

ტურ რელესთან შედარებით. ნახევარგამტარულ 

ჩამრთველს შეიძლება მიეწოდოს სხვადასხვა იმ-

პულსის შევსების კოეფიციენტის მიენდრული სიგ-

ნალი და ანალოგური სიგნალის მსგავსად ეტაპობ-

რივად დააკლდეს ან მოემატოს მიწოდებული სიგ-

ნალი, რის გამოც აღარ მოხდება ზედმეტი ენერგიის 

მიწოდება, როგორც ეს ხდება მაგნიტური რელეს 

შემთხვევაში. შესაბამისად, ნაკლებად მოხდება 

ზედმეტად გადახურება ან გაცივება. ეს ყოველივე 

ფლუქტუაციებს შეამცირებს.  

ზოგიერთ ინკუბატორს აქვს მონაცემების უწყვეტ 

რეჟიმში ჩაწერის ფუნქცია ე. წ. ლოგერი. მათი 

დადებითი მხარეა მონაცემებზე დაკვირვების შესაძ-

ლებლობა და რეჟიმის დარღვევის გამოვლენა. თანა-

მედროვე ინკუბატორები საკმაოდ დიდი სიზუსტით 

ხასიათდება [5], თუმცა გაკეთებულ ანათვლებს 

შორის ინტერვალი რამდენიმე წუთს შეადგენს და ეს 

მათი უარყოფითი მხარეა. აღნიშნულ კვლევაში 

გამოყენებულ იქნა 3-წამიანი ინტერვალი, რაც უფრო 

კარგი დაკვირვების შესაძლებლობას იძლეოდა. 

 კვლევების მიზანია ინკუბატორის გაუმჯობესე-

ბული მოდელის შექმნა, ამიტომ საჭიროა ყველა იმ 

დადებითი და უარყოფითი მხარის შესწავლა, რაც 

თანამედროვე ინკუბატორებს აქვს. ეს კვლევა ეხება 

მხოლოდ ერთ კომპონენტს, რაც ტემპერატურის 

ფლუქტუაციების შესწავლით შემოიფარგლება. 

შემდეგი კვლევა უნდა ჩატარდეს გაზების მიწო-

დების სისტემის გაუმჯობესების მიმართულებით.  

  

დასკვნა 

ემბრიო-ინკუბატორების კამერებში გამათბობე-

ლი ელემენტის ტემპერატურის დასაფიქსირებლად 

ტემპერატურის სენსორი უნდა იყოს უკონტაქტო, 

გამთბარი სხეულის მიერ გამოსხივებულ ინფრა-

წითელ სპექტრზე დაფუძნებული, ვინაიდან ინფრა-

წითელი სენსორი სპექტრის ცვლილებაზე რეაგი-

რებს უფრო სწრაფად, ვიდრე თბოგადაცემის შემ-

თხვევაში – რაც უფრო სწრაფად აწვდის სიგნალს 

მაკონტროლებელ ბლოკს, უფრო სწრაფად ხდება 

რეაგირება გამახურებელი ელემენტისთვის დენის 

მიწოდება/გათიშვისას.  

კვლევებით ასევე გამოიკვეთა თერმოწყვილის 

უპირატესობა თერმისტორულ სენსორთან შედა-

რებით. 

მითითებული ტემპერატურის და მისი კონტრო-

ლის სიზუსტისთვის აუცილებელია ნახევარგამტა-

რული ჩამრთველის გამოყენება, ვინაიდან აღნიშ-

ნულ ჩამრთველს უნარი აქვს მისი ჩართვა/გამორთ-

ვისას მიწოდებული განივიმპულსური მოდულა-

ციის სიგნალით გამათბობელი ელემენტის კვება 

ჩართოს და გამორთოს შესაბამისი სიხშირით და 

იმპულსის შევსების კოეფიციენტით. ასევე შესაძ-

ლებელია გრადიენტით გაიზარდოს და შემცირდეს 

იმპულსის შევსების კოეფიციენტი ტემპერატურის 

მატებისა და კლების მიხედვით.  
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მიუხედავად იმისა, რომ თანამედროვე ინკუ-

ბატორები ზუსტი დანადგარებია, მათ მცირე ხნით, 

მაგრამ მაინც აქვს ფლუქტუაციები, რომელმაც შე-

საძლოა მიაღწიოს ემბრიონისთვის სახიფათო ტემ-

პერატურებს, რაც ასევე დადასტურდა კვლევით. 
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Abstract. Temperature is one of the parameters that affects development of embryos. Therefore, it is important 

to keep stability of temperature in the chambers of embryo-incubators. In modern incubators, some accuracy of 
temperature has been achieved, although fluctuations are not eliminated yet. The aim of this research was to improve 
temperature accuracy by reducing of fluctuations.  

In modern benchtop incubators, a heating element is switched on and automatically shuts off when the desired 
value is reached. The heating element continues to heat up to a certain temperature after switching off, and the 
reverse process takes place during cooling. Inappropriate temperature may adversely affect the embryo. 

To control temperature more precisely, a new principle with infrared sensor has been developed, where power 
to heater is supplied with different PWM duty cycles. As the results, much more stable temperature with less 
fluctuations were achieved in comparison to modern systems using thermocouples and thermistors. Resume:  

 

Key words: embryo cultivation; embryo-incubator; gradient infrared sensor; in vitro fertilization; PWM; 
temperature fluctuation.  
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Аннотация. Температура – один из параметров, влияющих на развитие эмбрионов. Поэтому чрезвычайно 
важно сохранение стабильности температуры в камере эмбрио-инкубатора. В современных инкубаторах 
достигнута некоторая точность температуры, хотя флуктуации все еще не устранены. Целью исследования 
было повышение точности температуры за счет уменьшения флуктуации. 

В современных настольных инкубаторах нагревательный элемент включается и автоматически 
выключается при достижении желаемого значения. Нагревательный элемент после выключения продолжает 
нагреваться до определенной температуры, а при охлаждении происходит обратный процесс. Несо-
ответствующая температура может негативно повлиять на эмбрион. 

Для более точного контроля температуры был разработан новый принцип, который включает подачу 
питания на нагревательный элемент при разных температурах с разными рабочими циклами ШИМ. 
Инфракрасный датчик использовался для измерения температуры. В результате достигнуто гораздо более 
стабильная температура с меньшими флуктуациями по сравнению с современными системами, использую-
щими термопары и термисторы. 

 

Ключевые слова: градиент; инфракрасный датчик; культивирование эмбрионов; флуктуация темпера-
туры; ШИМ; экстракорпоральное оплодотворение; эмбрио-инкубатор.  
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 ანოტაციას  ქართულ, ინგლისურ  და  რუსულ ენებზე (100 150 სიტყვა). უცხოელი მკითხველისათ-
ვის ანოტაცია  არის სტატიის შინაარსისა და მასში გადმოცემული კვლევის შედეგების შესახებ ინფორმაციის 

ერთადერთი წყარო. სწორედ იგი განსაზღვრავს ინტერესს მეცნიერის ნაშრომის მიმართ და, მაშასადამე, 

სურვილს, დაიწყოს დისკუსია ავტორთან, გამოითხოვოს სტატიის სრული ტექსტი და ა.შ. 
 

ანოტაცია უნდა იყოს: 

 ინფორმაციული (არ უნდა შეიცავდეს ზოგად სიტყვებსა და ფრაზებს); 

 ტექსტი ინგლისურ და რუსულ ენებზე უნდა იყოს ორიგინალური; 

 უნდა ასახავდეს სტატიის ძირითად შინაარსსა და კვლევის შედეგებს; 

 სტრუქტურირებული (მიჰყვებოდეს სტატიაში შედეგების აღწერის ლოგიკას). 
 

უნდა შეიცავდეს: 

 სტატიის საგანს, თემას, მიზანს (რომლებსაც უთითებთ იმ შემთხვევაში, თუ ეს არ არის ცხადი 

სტატიის სათაურიდან); 

 კვლევის ჩატარების მეთოდს ან მეთოდოლოგიას (სამუშაოს ჩატარების მეთოდის ან მეთოდო-
ლოგიის აღწერა მიზანშეწონილია იმ შემთხვევაში, თუ იგი გამოირჩევა სიახლით, საინტერესოა 

მოცემული ნაშრომის თვალსაზრისით); 

 კვლევის შედეგებს; 

 შედეგების გამოყენების არეალს; 

 დასკვნას; 



_____________________________________ 
ISSN 1512-0996  სტუ-ის შრომები – Works of GTU – Труды ГТУ 
www.shromebi.gtu.ge 237  №2 (520), 2021 

 

 

 საკვანძო სიტყვებს, დალაგებულს ანბანის მიხედვით (ქართულ, ინგლისურ  და  რუსულ ენებზე); 

 სტატიაში ქვესათაურებით გამოკვეთილ შესავალს, ძირითად ნაწილს და დასკვნას; 

 სურათების ან ფოტოების კომპიუტერულ ვარიანტს, შესრულებულს ნებისმიერი გრაფიკული 

ფორმატით, გარჩევადობა  არანაკლებ 150 dpi-სა. 
 

 ლიტერატურა 

 საერთაშორისო სამეცნიერო  ჟურნალების  მონაცემთა ბაზების რეკომენდაციით, გამოყენებული 

ლიტერატურის რაოდენობა სასურველია იყოს არანაკლებ ათისა. 

  

წარმოგიდგენთ გამოსაქვეყნებელ სტატიაში გამოყენებული ლიტერატურის გაფორმების წესს: 
 

ყველა ავტორის გვარი და ინიციალები მოცემული უნდა იყოს ლათინური ანბანის ასოებით, ე.ი. 

ტრანსლიტერაციით, სტატიის სახელწოდება  თარგმნილი ინგლისურად, წყაროს (ჟურნალის, შრომების 

კრებულის, კონფერენციის მასალების) სახელწოდება ტრანსლიტერაციით; გამოსასვლელი მონაცემები 

 ინგლისურ ენაზე (სტატიის ენა მიეთითება ფრჩხილებში). 
 

ლიტერატურა  (ნიმუში) 

1. Jacques Sapir. Energy security as a common advantages. 

http://www.globalaffairs.ru/rumbler/n_7780 (In Russian). 

2. “Official website of the International Energy Agency: 

http://www.iea org/topics/energysecurity/” (In English). 

3. International Energy Agency “Key World Energy Statistics” 2014 (In English). 

4. Energy strategy of France McDoleg_butenko20 May, 2009 (In Russian) 

5. G.G. Svanidze, V.P. Gagua, E.V. Sukhishvili “Rene¬wable energy resources of Georgia”, Leningrad, Hydrometizdat, 

1987, pp. 75-76 (In Russian). 

6. Revaz Arveladze, Tengiz Kereselidze ”The Georgian Full Independence of Electry Power Is Supported By 

Hydropower”. Sakartvelos Teqnikuri Universitetis Archil Eliashvilis Saxelobis Martvis sistemebis Institutis 

Proceedings. N18 2014. Tbilisi (In Georgian). 
 

გთავაზობთ სტატიის წარმოდგენისთვის საჭირო დოკუმენტაციის ჩამონათვალს საქართველოს ტექნიკური 

უნივერსიტეტის თანამშრომლებისა და დოქტორანტებისთვის: 

 

• ორი რეცენზია (იხ. ნიმუში)  

http://publishhouse.gtu.ge/site_files/recenziis nimushi.docx 

• ფაკულტეტის საგამომცემლო საქმის დარგობრივი კომისიის ოქმის ამონაწერი 

(იხ. ნიმუში) http://publishhouse.gtu.ge/site_files/aqtis forma.docx 

დოკუმენტები დამოწმებული უნდა იყოს ფაკულტეტის ბეჭდით. 

ავტორს შეუძლია ნიმუშად გამოიყენოს კრებულის ერთ-ერთი ბოლო ნომერი. 
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აქტის ნიმუში  
 

საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტეტის __________________________________________ ფაკულტეტის 

სასწავლო-სამეცნიერო ლიტერატურის _______________________________________ დარგობრივი კომისიის 
 

ა ქ  ტ ი №________ 

,,_____,,_________,, 

სხდომას ესწრებოდნენ:  
დარგობრივი კომისიის წევრები:  
(მიუთითეთ კომისიის შემადგენლობა)  ________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________________________________ 
 
განსახილველი  სტატიის ავტორი/ავტორები: (მიუთითეთ სახელი და გვარი სრულად, სამუშაო ადგილი და 
სამეცნიერო წოდება, აკადემიური ხარისხი სრულად, ელ. ფოსტა, საკონტაქტო ტელეფონი) 
1. ______________________________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________________________________ 
2. ______________________________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________________________________ 
3. ______________________________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________________________________ 
 

რეცენზენტები: (მიუთითეთ სახელი და გვარი სრულად, სამუშაო ადგილი და სამეცნიერო წოდება, აკადემიური 
ხარისხი სრულად, ელ. ფოსტა, საკონტაქტო ტელეფონი) 
1. ______________________________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________________________________ 
2. ______________________________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________________________________ 
 

დარგის მოწვეული სპეციალისტები:  
________________________________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________________________________ 
 

1. ნაშრომის განხილვა 

________________________________________________________________________________________________ 
2. (მიუთითეთ ფაკულტეტის დასახელება) 

 სასწავლო-სამეცნიერო ლიტერატურის დარგობრივ კომისიაში  განსახილველად შემოვიდა 
ავტორის/ავტორების მიერ მომზადებული სამეცნიერო  სტატია 
________________________________________________________________________________________________ 

(მიუთითეთ სტატიის სრული დასახელება) 

სასწავლო-სამეცნიერო ლიტერატურის დარგობრივი კომისიის მიერ გამოყოფილია რეცენზენტები:  
1. ______________________________________________________________________________________________ 
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2. ______________________________________________________________________________________________ 

2. ნაშრომის საჯარო განხილვა 
1. მოისმინეს:  ავტორის/ავტორების (მიუთითეთ)  ინფორმაცია განსახილველად წარმოდგენილი სტატიის  
შესახებ. ________________________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________________________ 

 
ნაშრომის ანოტაცია 

________________________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________________________ 

 
3. მოისმინეს: რეცენზენტის/რეცენზენტების (მიუთითეთ) არგუმენტირებული შეფასება სტატიის  
აქტუალურობის, სიახლის და გამოცემის მიზანშეწონილობის შესახებ. ________________________________ 
________________________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________________________ 
 

4. მოისმინეს: ფაკულტეტის ხარისხის უზრუნველყოფის სამსახურის დასკვნა-რეკომენდაცია (მიუთითეთ 
მომხსენებლის ვინაობა) _____________________________სტატიის გამოცემის შესახებ.  
 

აზრი გამოთქვეს:  

________________________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________________________ 
 

დაადგინეს: 
საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტეტის ფაკულტეტის 
________________________________________________________________________________________________ 

(მიუთითეთ ფაკულტეტის დასახელება) 

სასწავლო-სამეცნიერო ლიტერატურის დარგობრივ კომისიაში  განსახილველად შემოვიდა 
ავტორის/ავტორების მიერ მომზადებული სამეცნიერო  სტატია 

________________________________________________________________________________________________ 

(მიუთითეთ სტატიის სრული დასახელება) 

 

რეკომენდაციას უწევს სტატიის გამოქვეყნებას სტუ-ის შრომათა კრებულში.  

ფაკულტეტის დარგობრივი კომისიის თავმჯდომარე                                              

კომისიის მდივანი                                                                       

კომისიის წევრები:    ფაკულტეტის დარგობრივი კომისიის თავმჯდომარის  

                  ხელმოწერის სინამდვილეს ვადასტურებ   

                                                          ფაკულტეტის დეკანი                      (ხელმოწერა) 
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რეცენზიის ნიმუში 
 

 
1. ნაშრომის დასახელება სრულად  

 

 

2. ავტორის/ავტორების სამეცნიერო წოდება, სამუშაო ადგილი, საკონტაქტო 
ინფორმაცია, ელ. ფოსტა  

 

 

3. ნაშრომში დასმული ამოცანის მოკლე მიმოხილვა  
 

 

4. გამოსაქვეყნებლად მომზადებული ნაშრომის აქტუალურობა  
 

 

5. ძირითადი ასპექტები, რომლებიც განხილულია ავტორის მიერ  
 

 

6. რეკომენდაცია ნაშრომის გამოქვეყნებისათვის  ( იმ შემთხვევაში თუ სარეცენზიო 
ნაშრომი სამეცნიერო სტატიაა, აუცილებელია  სამეცნიერო ჟურნალის დასახელების 
მითითება)  

 

 

7. რეცენზენტის გვარი და სახელი სრულად, სამუშაო ადგილი, სამეცნიერო წოდება, 
საკონტაქტო ინფორმაცია, ელ. ფოსტა (სტატიის რეცენზირების შემთხვევაში 
რეცენზენტის მონაცემები გამოქვეყნებული იქნება სტატიასთან ერთად)  
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Guidelines for Authors 
 
 

 
Collection of Academic Works of Georgian Technical University is a multidisciplinary quarterly refereed 

periodical included in Index Copernicus International.  

 An article (accepted in Georgian, English or Russian) is published in the original language; 

 The number of authors of an article should not exceed three; 

 Authors should submit original copies of one or more articles for publication to the publishing house or send 

scan versions to sagamomcemlosakhli@yahoo.com  along with supporting documentation, but only two articles 

from the same author(s) will be published in one edition; 

 

To submit scan versions via email please follow the instructions: 
 In the Subject line indicate the collection of works and the name(s) of author(s). 
 Attach the file(s) properly; 
 Use ZIP or RAR file compressors in case of large files to attach. 

 

 The article should be literal, well-structured and apply proper terminology to convey the author’s constructive 

arguments relevant to the subject. The authors and reviewers are responsible for the content and quality of an article; 

 The collection of works of GTU is a non-commercial publication and running the articles of our researchers and 

for PhD students is free of charge; 

 According to the Resolution No.200 of GTU Academic Council (22.01.2010), authors who are not the employees 

at the University, should make the preliminary payment by cash or transfer to have their paper published (10 

GEL per page). Copy of the payment receipt should be enclosed with the supporting documentation (two reviews 

and a reference by the organization’s academic board on publishing the article in GTU collection of scientific 

papers). “Cost of article publication” shall appear as subject in the “purpose of payment” field. 
 

GTU bank details: LEPL Georgian Technical University; organization’s identification number 211349192; 
beneficiary bank: State Treasury; beneficiary: joint treasury account; bank code: TRESGE22; Account number: 
treasury code 708977259. 

 
How to form an academic article: 

 The text should be presented in print-out form (A4), no less than 5 pages (margins - 2 cm, line spacing - 1,5); 

 Only MS Word versions of texts are accepted (doc or docx) presented electronically on any magnetic carrier; 

 For Georgian texts: font - Sylfaen, font size - 12 pt; 

 For English and Russian texts: font - Sylfaen, font size - 12 pt. 
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The accompanying information to the article should include: 

 Universal Decimal Classification (UDC) 

 Information about the author(s) and reviewers in Georgian, English and Russian: 
 Full name, academic title, email and phone number of each author; 
 Department, full name of organization – place of employment of each author, area/town, country; 
 Full name, email, academic title, department or place of employment of each reviewer. 
 

The article should include: 
 An abstract in Georgian, English and Russian (100-150 words long). For foreign readers an abstract is the only 

source of information about the content of an article and results of the research conveyed by it. An abstract 
therefore defines the reader’s interest towards the article and possibility of further outreach to the author for 
the full text, etc. 
 

An abstract should be: 
 Informative (free of generalized terms and statements); 
 Original (with quality translations in English and Russian with the proper application of terminology); 
 Specific (conveying the core content of an article); 
 Properly structured (consistent with the research results given in the article). 

 
An abstract should contain: 
 The subject, topic and objective of an article (indicated in case if these are not clear from the title); 
 Method or methodology of research performed (expected to be described when and if this method or 

methodology are new and interesting with reference to the article); 
 Research results; 
 Area of application  of research results; 
 Conclusion. 

 
 Key words sorted by alphabet (Georgian, English and Russian); 
 Sections should be outlined Introduction, Main Part and Conclusion; 
 Digital version of drawings or images in any graphic format, resolution 150 dpi; 
 

 Reference 
 By the recommendations of Databases of International Scientific Journals the number of references should 

be no less than ten. 

How to form the reference section in the article: 
Name and surname of each author should be given in Latin letter initials, title of the articles – translated in 

English, name of the source (journal, collection of works, conference materials) – with transliteration (original 
language of the article should be indicated in brackets). 
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References (sample) 
1. Jacques Sapir. Energy security as a common advantages. 

http://www.globalaffairs.ru/rumbler/n_7780 (In Russian). 
2. “Official website of the International Energy Agency: 

http://www.iea  org/topics/energysecurity/” (In English). 

3. International Energy Agency “Key World Energy Statistics” 2014 (In English). 

4. Energy strategy of France McDoleg_butenko20 May, 2009 (In Russian). 

5. Svanidze G.G., Gagua V.P., Sukhishvili E.V. “Rene¬wable energy resources of Georgia”, Leningrad, 

Hydrometizdat, 1987, pp. 75-76 (In Russian). 

6. Revaz Arveladze, Tengiz Kereselidze ”The Georgian Full Independence of Electry Power Is Supported By 

Hydropower”. Sakartvelos Teqnikuri Universitetis Archil Eliashvilis Saxelobis Martvis sistemebis Institutis 

Proceedings. N18 2014. Tbilisi (In Georgian). 

 

Requirements for the submission of articles by the employees and for PhD students of Georgian Technical 

University: 

 Two reviews (see the sample at)   

http://publishhouse.gtu.ge/site_files/recenziis nimushi.docx 

 Minutes of the sectoral committee of the faculty publishing  (see the sample at) 

http://publishhouse.gtu.ge/site_files/aqtis forma.docx 

Documents should be verified with the faculty stamp.  

 

Notice to Authors  
 

Authors may consider one of the previous editions of GTU Collection of Academic Works as an example  
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К сведению авторов 
 

 
 

Сборник научных  трудов Грузинского технического университета является ежеквартальным 

мультидисциплинарным реферируемым периодическим изданием, которое зарегистрировано в 

международной базе электронных данных _ Index Copernicus International. 

 Статьи (принимаются на грузинском, английском, русском языках) публикуются на языке оригинала. 

 Количество авторов статьи не должно превышать 3. 

 Автор может предоставлять для публикации в Издательском доме или по электронной почте (на 

следующий адрес: sagamomcemlosakhli@yahoo.com) одну или несколько статей, а также в сканирован-

ных файлах сопутствующую документацию, но в одном номере могут быть опубликованы только две 

работы. 

 

 В случае статей, присылаемых по эл. почте, просьба предусмотреть следующие требования: 
- указать в эл. Subject-е название сборника (тема) и фамилию автора (авторов); 
- использовать Attach (приложить файл); 
- в случае большого объема файла применить архиватор (ZIP, RAR). 
 

 Статья должна быть составлена грамотно, с соблюдением терминологии. Автор (авторы) и рецензенты 

несут ответственность за содержание и качество статьи. 

 Поскольку сборник трудов Грузинского технического университета является некоммерческим 

изданием, для сотрудников статьи публикуются бесплатно. 

 Согласно постановлению академического совета №200 (22.01.2010 г.), физическое лицо, не являющееся 

сотрудником университета, для публикации статьи в сборнике трудов должно заранее внести или 

перечислить необходимую сумму (1 страница стоит 10 лари) за статью и соответствующую документацию 

(две рецензии и направление научного совета организации о публикации статьи в сборнике трудов ГТУ), 

приложив справку об оплате. В графе «Назначение оплаты» следует записать «стоимость публикации статьи».  

 

Банковские реквизиты ГТУ: Юридическое лицо публичного права (ЮЛПП); Грузинский технический 
университет; идентификационный код 211349192; банк приема; государственная казна; название получателя: 
единый счет казны; код банка: TRESGE22; счет получателя: код казны 708977259. 

 

Предлагаем порядок оформления научной статьи: 
 статья должна быть представлена в напечатанном виде на странице формата А4, содержать не меньше 

5 страниц (поля – 2 см, интервал – 1,5); 
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 статья должна быть выполнена в виде файла doc или docx (MS Word) и записана на любом магнитном 

носителе; 

 для грузинского текста применять шрифт Sylfaen, размер 12; 

 шрифт для английского и русского текстов Sylfaen, размер 12; 

Статья должна сопровождаться  следующей информацией: 

 код УДК (Универсальная десятичная классификация). 
 

Сведения об авторе (авторах) на грузинском, английском и русском языках: 

 полностью имя и фамилия автора (авторов), E-mail, научная степень и контактный телефон; 

 название департамента, полное название организации – место работы каждого автора – страна, город; 

 полностью фамилии и имена рецензентов, адрес электронной почты, научное звание, название депар-

тамента или места работы. 

 

К статье должны прилагаться: 

 Аннотация на грузинском, английском и русском языках (100-150 слов). Для иностранных читателей 
аннотация является единственным источником информации о результатах исследований, приведенных в 
содержании статьи. Именно это определяет интерес ученого к работе и, соответственно, желание начать 
дискуссию с автором, познакомиться с полным текстом статьи и т.д. 

 

Аннотация должна быть: 
 информационной (не должна содержать общих слов и фраз); 
 оригинальной (перевод на английском и грузинском языках должен быть качественный, при переводе 

следует использовать специальную терминологию); 
 содержательной (должна отражать основное содержание статьи и результаты исследования); 
 структурированной (следовать в статье логике описания результатов). 

 

Должна содержать: 
 предмет статьи, тему, цель (которые указывают в том случае, если это не ясно из заглавия статьи); 
 метод или методологию проведенного исследования (описание метода или методологии проведенной 

работы целесообразно в том случае, если они выделяются новизной, интересны с точки зрения данной 
работы); 

 результаты исследования; 
 ареал использования результатов; 
 выводы; 

 

 ключевые слова, расположенные по алфавиту (на грузинском, английском и русском языках); 

 в статье должны быть выделены подзаголовки: введение, основная часть и заключение (выводы); 

 компьютерные варианты чертежей или фотографий должны быть выполнены в любом графическом  
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 формате, разрешением – не менее 150 dpi. 

 Литература 

По рекомендации базы данных международных научных журналов, число использованной литературы 

желательно должно быть не меньше 10. 

Представляем порядок оформления в публикуемой статье использованной литературы: 

 

Фамилия и инициалы всех авторов должны быть выполнены буквами латинского алфавита, т.е. трансли-

терацией; название статьи с переводом на английский язык; название источников (журнала, сборника трудов, 

материалов конференции) – транслитерацией (язык статьи указан в скобках). 

 

 

Литература (Образец) 

1. Jacques Sapir. Energy security as a common advantages. 

http://www.globalaffairs.ru/rumbler/n_7780 (In Russian). 

2. “Official website of the International Energy Agency: 

http://www.iea  org/topics/energysecurity/” (In English). 

3. International Energy Agency “Key World Energy Statistics” 2014 (In English). 

4. Energy strategy of France McDoleg_butenko20 May, 2009 (In Russian) 

5. G.G. Svanidze, V.P. Gagua, E.V. Sukhishvili “Rene¬wable energy resources of Georgia”, Leningrad, 

Hydrometizdat, 1987, pp. 75-76 (In Russian). 

6. Revaz Arveladze, Tengiz Kereselidze ”The Georgian Full Independence of Electry Power Is Supported By 

Hydropower”. Sakartvelos Teqnikuri Universitetis Archil Eliashvilis Saxelobis Martvis sistemebis Institutis 

Proceedings. N18 2014. Tbilisi (In Georgian). 

 

Для представления статьи должен быть приложен перечень необходимых документов для сотрудников и 

докторантов Грузинского технического университета: 

 

 две рецензии (см. образец)  

http://publishhouse.gtu.ge/site_files/recenziis nimushi.docx 

 выписка из протокола отраслевой комиссии по издательскому делу факультета  (см. образец)  

http://publishhouse.gtu.ge/site_files/aqtis forma.docx 

документы должны быть удостоверены печатью факультета. 

 

Автор может использовать в качестве образца один из последних номеров издания.  



https://doi.org/10.36073/1512-0996-2021-2 
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